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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
В связи с происходящими в последнее время в экономических сис-

темах изменениями и возрастающей конкуренцией хозяйствующих 
субъектов возникла потребность в оптимизационном использовании ре-
зультатов исследования в области синтеза и анализа объектов самой 
различной природы, обладающих сетевой структурой. К таким объектам, 
в частности, относятся и многочисленные территориально распределен-
ные системы: информационные, транспортные, энергетические и т. п. 
Оказалось, что математические модели, достаточно адекватно описы-
вающие такие системы на сильно агрегированном уровне, являются в 
определенном смысле универсальными. На самом деле хорошим опи-
санием различных коммуникационных сетей для получения очень мно-
гих технико-экономических характеристик служит взвешенный граф, 
ребрам и вершинам которого приписываются «веса», имеющие обычно 
смысл соответственно пропускных способностей и потребностей (произ-
водственных мощностей). 

Для таких взвешенных графов обычно формулируются задачи двух 
типов: 

1) оценить (точно, приближенно или гарантированно) те или иные 
функционалы, заданные на этих графах; 

2) при фиксированных весах вершин синтезировать такие веса на 
ребрах графа (при заранее фиксированной структуре или при фиксации 
класса разрешенных структур), чтобы реализовывалось решение между 
истоками и стоками графа при достижении экстремума функционала, 
заданного на множестве ребер этого графа. В последнем случае воз-
можна постановка и обратной задачи. 

При естественных предположениях о видах взаимодействия истоков 
и стоков реальной системы в математической постановке многие из по-
добных задач удается сформулировать в терминах линейного програм-
мирования. Однако оказывается, что удобнее бывает формулировать 
задачи линейного программирования в терминах распределения пото-
ков на графах. Это объясняется в первую очередь тем, что для таких по-
токовых задач большой размерности в настоящее время разработан 
комплекс алгоритмов численного решения с высокой вычислительной 
эффективностью. 

Одной из первых книг на русском языке, в которой были подробно 
рассмотрены задачи исследования потоков на графах, была переведен-
ная с английского языка монография Л. Р. Форда и Д. Р. Фалкерсона 
«Потоки в сетях» (М.: Мир, 1966). Эта книга изобиловала концептуаль-
ными положениями, описанием возможных результатов, а также прин-
ципиальными математическими постановками и решениями. Из отечест-
венных хотелось бы отметить книгу Г. М. Адельсона-Вельского, Е. А. Ди-
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ница и А. В. Карзанова «Потоковые алгоритмы» (М.: Наука, 1975), по-
священную описанию наиболее «экономных» потоковых алгоритмов и 
методов их построения, а из иностранных — переведенную с английско-
го языка книгу П. Йенсена и Д. Барнеса «Потоковое программирование» 
(М.: Радио и связь, 1984). Однако до настоящего времени отсутствует 
книга, имеющая характер учебного пособия, в котором системно излага-
лись бы основы и терминология потоков в сетях, приемы и алгоритмы 
решения потоковых задач.  

Погружение в изучение дисциплины «Потоки в сетях» с помощью 
информационных материалов, изложенных в главах книги, может от-
крыть уникальные возможности профессионального роста специали-
стов. Ценность данного учебного пособия заключается в том, что в нем 
иллюстрируется возможность сведения многих прикладных задач к по-
токовым задачам с изложением в наглядной форме алгоритмов их ре-
шения, которые в полной мере можно перенести в технологию потоко-
вых задач на персональном компьютере. 

Учебное пособие понадобится студентам как технических, так и эко-
номических специальностей, поскольку в нем наглядно и просто излага-
ются принципы построения алгоритмов решения потоковых задач, а 
кроме того, окажется полезным и для тех, кто занимается решением 
различных производственных логистических задач по оптимизации пото-
ков в сетях.  
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ВВЕДЕНИЕ 
 

В процессе подготовки инженеров автомобильного транспорта и до-
рожного комплекса изучение дисциплины «Потоки в сетях» актуально для 
получения навыков и компетенций применения в практической деятельно-
сти методов сетевого моделирования: при анализе систем автомобильно-
го хозяйства, дорожного комплекса, материально-технического снабжения, 
управления запасами; при решении транспортных задач, работе с постав-
щиками и клиентурой, оптимальной организации технического обслужива-
ния транспортных и технологических машин и оборудования; при принятии 
решения о размещении инфраструктурных объектов.  

Дисциплина «Потоки в сетях» относится к циклу оптимизационных ин-
струментов логистики. В результате изучения дисциплины студент дол-
жен знать: 

– основные понятия, используемые в сетевом моделировании; 
– способы сведения прикладных задач к потоковым задачам; 
– взаимосвязь между различными потоковыми задачами и методы 

их решения; 
– способы представления, хранения и преобразования данных; 
– основные алгоритмы потокового программирования; 
– технологию решения оптимизационных потоковых задач на ЭВМ. 
Дополнение к Государственному общеобразовательному стандарту 

высшего профессионального образования по дисциплине «Потоки в се-
тях» содержит: определение сети; параметры узлов и дуг; моделирова-
ние потоковых процессов; оптимизационные алгоритмы; маршрутизацию; 
транспортные потоки; поиск кратчайшего пути; определение максималь-
ного потока; пропускную способность участка дороги; поток минимальной 
стоимости; математическую модель сети автомобильных дорог. 

Перед исследователем, желающим использовать методы потоково-
го программирования, встают три основных вопроса. 

1. Как сформулировать интересующую его проблему в виде задачи 
о потоке в сети? 

2. Какой алгоритм выбрать для решения сформулированной задачи? 
3. Как создать надежную программную реализацию выбранного ал-

горитма на ЭВМ и получить численное решение задачи? 
В общем случае конкретная ситуация может быть сведена к различ-

ным задачам потокового программирования. Так, например, проблему 
поиска кратчайшего пути можно сформулировать как задачу о потоке 
минимальной стоимости или как задачу о кратчайшем пути. Выбор кон-
кретной модели определяет набор методов, существующих для реше-
ния соответствующей задачи. 

Для задач небольшой размерности (с небольшим числом парамет-
ров) результаты поиска подходящей модели не очень важны, поскольку 
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любой имеющийся под рукой алгоритм почти наверняка окажется при-
годным для решения данной задачи за приемлемое время. Однако для 
задач большой размерности от правильности выбора наиболее подхо-
дящей модели существенно зависит как время вычислений, так и пре-
дельные размеры задачи, которую в конечном счете можно будет ре-
шить. Поскольку на практике в большинстве случаев приходится решать 
задачи большой размерности, полагаем, что специалисту для анализа 
его частной проблемы следует выбирать наименее общую модель. При 
этом пользователь не сталкивается с необходимостью разрабатывать ал-
горитм решения интересующей его задачи потокового программирова-
ния, но ему следует решить, каким известным алгоритмом лучше всего 
воспользоваться. Для ориентирования в этих вопросах как раз и следует 
рассмотреть основы сетевого планирования и моделирования. 

Постоянные и быстрые изменения в экономике требуют непрерыв-
ной подготовки и переподготовки, непрерывного обучения и постоянной 
модернизации умений, а значит, и соответствующих перемен в характе-
ре профессиональных квалификаций. Исходя из современной концепции 
образования, для создания возможности получения компетенций пред-
лагается данное учебное пособие, которое может использоваться и для 
послевузовского образования, а также специалистов в лесном, произ-
водственном, транспортном бизнесе.  
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ГЛАВА 1.  
ЗАДАЧИ СЕТЕВОГО ПЛАНИРОВАНИЯ. 
СЕТЕВАЯ МОДЕЛЬ КОМПЛЕКСА РАБОТ 

 
Исходя из содержания дисциплины «Потоки в сетях», основным 

элементом является сетевая модель, поэтому изучение предлагается 
начать с ознакомления с сетевой моделью комплекса работ и задачами 
сетевого планирования. В сетевом планировании приводятся:  

– методы наглядной записи всей информации о планируемом ком-
плексе работ;  

– методы, позволяющие вычислять время, необходимое для вы-
полнения всех работ проекта (критическое время), и указывать последо-
вательность работ (критический путь), выполнение которых предопре-
деляет критическое время проекта; 

– методы вычисления других важных характеристик проекта.  
Задачи рационального планирования сложного комплекса работ 

имеют следующие общие черты:  
1) весь комплекс работ представляет собой совокупность элемен-

тарных работ; 
2) работы не могут выполняться в произвольном порядке, т. к. для 

начала одних работ требуется предварительное выполнение некоторых 
других. 

Решение таких задач методами сетевого планирования предпола-
гает построение сетевой модели комплекса работ. Сетевая модель изо-
бражается в виде сетевого графика, отображающего технологическую 
взаимосвязь между работами. В сетевом планировании основные эле-
менты сетевого графика (дуги и вершины) принято называть работами и 
событиями. 

Термин «работа» может иметь различные значения: 
– действительная работа, требующая затрат времени и ресурсов; 
– ожидание — процесс, не требующий затрат труда, но занимаю-

щий время (например, процессы сушки пиломатериалов, твердения бе-
тона и т. д.); 

– фиктивная работа — логическая связь между двумя или несколь-
кими работами (событиями), не требующая затрат труда, материальных 
ресурсов и времени. Она указывает, что возможность начала одной ра-
боты непосредственно зависит от результата другой. Продолжитель-
ность фиктивной работы равна нулю.  

Событие — это момент завершения какого-либо процесса. Собы-
тие может являться частным результатом отдельной работы или сум-
марным результатом нескольких работ. Конечный результат любой ра-
боты важен не только как факт окончания данной работы, но и как необ-
ходимое условие для начала следующих работ. Событие не имеет про-
должительности во времени.  



 9

Сетевой график ограничен исходным и завершающим событиями.  
Исходное событие (источник) не имеет предшествующих работ и 

событий.  
Завершающее событие (сток) не имеет последующих работ и со-

бытий.  
У всех событий сети, кроме исходного и завершающего, имеются, по 

крайней мере, по одной непосредственно предшествующей и по одной 
непосредственно за ним следующей работе. Событие, непосредственно 
предшествующее работе, по отношению к ней называется начальным, а 
событие, непосредственно следующее за ней, — конечным.  

Исходная информация о работах, которые требуется выполнить, 
должна содержать: 

– перечень всех работ;  
– последовательность их выполнения; 
– оценку каждой работы (продолжительность, стоимость и т. п.).  
Так, например, информация о некотором проекте может быть зада-

на в виде структурной таблицы комплекса работ (табл. 1.1). 
 
Таблица 1.1 — Информация о реализуемом проекте  
 

Работа Опирается 
на работы 

Продолжитель-
ность работы tij 

Работа Опирается  
на работы 

Продолжитель-
ность работы tij 

a1 – 3 a8 a3 1 
a2 – 1 a9 a4, a5, a7 1 
a3 а1 2 a10 a4, a5, a7 3 
a4 а1 4 a11 a6, a9 1 
a5 а2 3 a12 a6, a9 5 
a6 а2 2 a13 a8, a10, a11 2 
a7 а3 1    

 
Сетевой график строится следующим образом:  
– кружками обозначаются события;  
– стрелками, соединяющими события, обозначаются работы 

(сплошными стрелками изображаются действительные работы, пунктир-
ными — ожидания и фиктивные работы).  

Построим сетевой график для последовательности работ, пред-
ставленной в табл. 1.1. На предварительном этапе события, обозна-
чающие начала или концы работ, можно нумеровать в произвольном 
порядке.  

Пусть 0 — исходное событие.  
Работы a1 и a2 не имеют предшествующих работ, поэтому они выхо-

дят из исходного события.  
На работу a1 опираются работы a3 и a4, следовательно, в конце ду-

ги, соответствующей работе a1, изображается событие, характеризую-
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щее ее окончание (номер 1), и из этого события выходят две дуги, отве-
чающие работам a3 и a4.  

На работу a2 опираются работы a5 и a6, следовательно, в конце ду-
ги, соответствующей работе a2, изображается событие, характеризую-
щее ее окончание (номер 2), из которого выходят две дуги, отвечающие 
работам a5 и a6.  

На работу a3 опираются работы a7 и a8, следовательно, в конце ду-
ги, соответствующей работе a3, изображается событие, характеризую-
щее ее окончание (номер 3), из которого выходят две дуги, отвечающие 
работам a7 и a8.  

Работы a9 и a10 опираются на работы a4, a5 и a7, поэтому необходи-
мо объединить концы дуг, соответствующие этим работам, в виде ново-
го события (номер 4), а затем из события 4 изобразить три дуги, соот-
ветствующие работам a4, a5 и a7.  

Работы a11 и a12 опираются на работы a6 и a9, поэтому концы дуг, 
соответствующие работам a6 и a9, объединяются в виде очередного со-
бытия (номер 5), и из события 5 изображаются две дуги, соответствую-
щие работам a11 и a12.  

Работа a13 опирается на работы a8, a10 и a11, поэтому концы дуг, со-
ответствующие работам a8, a10 и a11, объединяются в виде следующего 
события (номер 6), из которого изображается дуга, соответствующая ра-
боте a13.  

На работы a12 и a13 не опирается ни одна работа, поэтому их окон-
чанием служит завершающее событие (номер 7).  

Сетевой график изображен на рис. 1.1. Он выражает логическую 
связь в последовательности событий и работ.  

 

 
Рисунок 1.1 — Предварительный сетевой график комплекса работ 

 
Для удобства работы с сетью по определению временных парамет-

ров необходимо произвести упорядоченную нумерацию событий.  
События являются упорядоченными, если для каждой работы номер 

ее начального события меньше номера ее конечного события. Работу в 
сетевых графиках принято кодировать парой (i, j), где i — номер началь-
ного, а j — номер конечного события (рис. 1.2).  

a1 

a2 

a4

a3 a7
a8

1 

a10

a5 a6

a9

a11
a12

a13
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Рисунок 1.2 — Связь работы и событий 
 
В пронумерованной сети для каждой работы (i, j) всегда i < j. Про-

должительность работы tij принято проставлять в сетевом графике над 
соответствующей стрелкой.  

 
Пусть весь комплекс работ изображен в виде пронумерованного се-

тевого графика и известна продолжительность tij каждой работы. Мини-
мальное время, необходимое для выполнения всего комплекса работ, 
называется критическим временем (tкр).  

Рассмотрим любой полный путь сетевого графика, т. е. путь от ис-
ходного события до завершающего (рис. 1.3).  

 

 
Рисунок 1.3 — Сетевой график  

с указанием ранних и поздних сроков свершения событий 
 
Продолжительностью пути называется время, необходимое для 

выполнения всех работ, лежащих на этом пути. Обычно на сети существу-
ет несколько полных путей различной продолжительности. Не трудно по-
нять, что критическое время равно продолжительности самого длительно-
го по времени полного пути (Lкр = 3 + 4 + 1 + 5 = 13).  

Таким образом, полный путь сетевого графика, имеющий наи-
большую длину, является критическим. 

В сети может быть несколько критических путей, имеющих одинако-
вую длину. Критический путь имеет особое значение в системе сетевого 
планирования, т. к. работы этого пути определяют общий цикл заверше-
ния всего комплекса работ.  

i j
tij 

Работа (i, j) 
Начальное 
событие 

Конечное 
событие 
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Работы и события, лежащие на критическом пути, называются кри-
тическими, остальные работы и события сети будут некритическими. 
Если выполнение какой-либо критической работы будет задержано на 
некоторый срок, то это вызовет запаздывание выполнения всего ком-
плекса работ на тот же срок. Чтобы ускорить выполнение комплекса ра-
бот, необходимо сократить сроки выполнения критических работ. Некри-
тические работы допускают некоторое запаздывание с их выполнением, 
и это не вызывает задержки срока реализации всего комплекса работ.  

Чтобы найти критический путь, критическое время и некоторые дру-
гие характеристики сетевого графика, вводятся понятия раннего и позд-
него сроков свершения событий. Под свершением события понимается 
момент, к которому заканчиваются все входящие в него работы и может 
быть начата любая выходящая работа. Событие может иметь некоторый 
интервал свободы свершения.  

 
Контрольные вопросы 

1. Для решения каких производственных задач используется сетевое планиро-
вание? 

2. Какой параметр оптимизируется при решении сетевых задач? 
3. Что означает термин «действительная работа»? 
4. Что означает термин «фиктивная работа»? 
5. Что необходимо предпринять для ускорения выполнения комплекса работ? 
6. Что означает термин «критический путь»? 
7. Как называется в сетевом планировании момент, к которому заканчиваются 

все входящие в него работы? 
8. Какой смысл вкладывается в критическое время при сетевом планировании? 
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ГЛАВА 2.  
ПРИМЕНЕНИЕ КАЛЕНДАРНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ.  
ЗАДАЧА О ПОРЯДКЕ ПЕРЕДАЧИ СООБЩЕНИЙ  

ПО КАНАЛУ СВЯЗИ 
 
В задачах календарного планирования (теории расписаний) реша-

ется вопрос об оптимальной последовательности выполнения тех или 
иных операций. В информационных системах это чаще всего относится 
к порядку передачи сообщений различной длительности по каналам 
связи или к порядку поступления задач с различным временем решения 
на процессоры.  

Задачи календарного планирования весьма сложны с математиче-
ской точки зрения, поэтому алгоритмы их решения получены только для 
самых простых случаев. Формально задачи календарного планирования 
сводятся к задачам целочисленного программирования, хотя этот прием 
не облегчает их решение.  

 
Рассмотрим вначале простую задачу с одним каналом связи. Пред-

положим, что по каналу связи необходимо передать n сообщений дли-
тельности t1, t2, …, tn. Каким должен быть наилучший порядок передачи 
сообщений? Ясно, что общее время передачи всех сообщений (время 
занятости канала) будет одним и тем же при любой последовательности 

их передачи. Оно равно ∑
n

=i
it

1
. Однако при этом окажется различным 

среднее время ожидания передачи для одного сообщения ожt , а также 
среднее время пребывания одного сообщения в системе прt . Эти вели-
чины разумно принять в качестве критерия оптимальности.  

 
Пример 1. Пусть требуется передать n = 3 сообщения J1, J2, J3, длительности 

которых равны соответственно 4, 3 и 1 мин.  
Возможны шесть различных расписаний (планов) передачи сообщений, разли-

чающихся своим порядком:  
1-е расписание — (J1, J2, J3);    4-е расписание — (J2, J3, J1);  
2-е расписание — (J1, J3, J2);    5-е расписание — (J3, J1, J2); 
3-е расписание — (J2, J1, J3);    6-е расписание — (J3, J2, J1). 
Определим средние времена ожидания ожt  и пребывания сообщения в системе 

прt , присущие 1-му и 6-му расписанию: 
– для расписания (J1, J2, J3): 
 

3
2

3
3

740
ож =

++
t =  мин;   

3
1

6
3

874
пр =

++
=t  мин; 

 
 
 
– для расписания (J3, J2, J1): 
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3
2

1
3

410
ож =

++
=t  мин;   

3
1

4
3

841
пр =

++
=t  мин. 

 
Таким образом, изменение плана передачи существенно повлияло на среднее 

время ожидания и среднее время пребывания сообщения в системе (рис. 2.1). 
 

 
Рисунок 2.1 — Диаграмма передачи сообщений по одному каналу 

 
В общем случае оптимальное решение здесь очевидно: передача 

сообщений должна производиться с того сообщения, для которого дли-
тельность передачи минимальна, в порядке возрастания этой величины. 
Аналогичным образом поступает директор, приема у которого ожидают 
посетители. Желая уменьшить среднее время пребывания их в очереди, 
он сначала пропускает посетителей, требующих для решения их вопро-
сов минимальное время. 

 
Рассмотрим задачу о порядке передачи сообщений по двум кана-

лам связи и график Ганта. Необходимо передать n сообщений различ-
ной длительности последовательно сначала по одному, а затем по вто-
рому каналу связи. Предполагается заданным время tij передачи i-го со-
общения по j-му каналу: i = 1, 2, …, n; j = 1, 2. В этой задаче общее вре-
мя передачи всех сообщений уже зависит от порядка их запуска. Требу-
ется найти порядок запуска сообщений, при котором общая длитель-
ность их передачи по двум каналам была бы минимальной.  

 
Пример 2. Покажем, как изменение последовательности передачи сообщений, 

осуществляемое по двум каналам, влияет на суммарное время их выполнения. 
Пусть имеются два сообщения J1 и J2, которые надо передать по двум каналам. Для 
первого сообщения время передачи соответственно равно 6 и 3 мин, а для второго 
сообщения — 2 и 8 мин. Возможны два плана передачи (J1, J2) и (J2, J1). Для первого 
плана, как видно из рис. 2.2а, суммарное время передачи составит 17 мин, а для 
второго плана (рис. 2.2б) суммарное время передачи уменьшится до 13 мин.  

Очевидно, что второй порядок более предпочтительный, т. к. обеспечивает ми-
нимум времени выполнения работ за счет высокой степени совмещения их во вре-
мени. Первым должно передаваться сообщение, требующее наименьшее время пе-
редачи по первому каналу.  
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Рисунок 2.2 — Диаграмма передачи сообщений по двум каналам 

 
В общем виде для любого числа сообщений поставленная задача ре-

шена С. Джонсоном. Им доказана оптимальность следующего порядка пе-
редачи сообщений. Все сообщения условно делятся на две группы. 
К первой группе относятся все сообщения, для которых ti, 1 ≤ ti, 2, т. е. время 
передачи которых по первому каналу не превосходит времени передачи по 
второму каналу. Остальные сообщения относятся ко второй группе. Снача-
ла передаются сообщения первой группы в порядке возрастания времени 
их передачи по первому каналу. Затем передаются сообщения второй 
группы в порядке убывания времени их передачи по второму каналу.  

 
Пример 3. Определить оптимальный порядок передачи пяти сообщений по 

двум каналам связи, для которых величины tij (мин) даны в табл. 2.1.  
 

Таблица 2.1 — Исходные данные для решения примера 
 

Номер сообщения 1 2 3 4 5 
Первый канал tij 3 2 7 1 7 
Второй канал tij 6 1 4 2 3 
 
Согласно алгоритму Джонсона, следует включить в первую группу сообщения с 

номерами 1 и 4, а во вторую — с номерами 2, 3 и 5. Оптимальный порядок передачи 
сообщений следующий: 4, 1, 3, 5, 2.  

Удобной формой представления календарных планов является график Ганта, 
изображенный на рис. 2.3 для найденной оптимальной последовательности переда-
чи сообщений.  

 

 
Рисунок 2.3 — График Ганта 

а 

б 
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Здесь каждому каналу соответствует своя ось времени t, на которой отрезками 
прямых отмечены промежутки, в течение которых данный канал занят передачей то-
го или иного сообщения. Как видно из графика, второй канал будет простаивать по 
1 мин перед передачей 4-го, 1-го и 3-го сообщений, а также 3 мин перед передачей 
5-го сообщения. Время передачи всех сообщений займет Tmin = 22 мин.  

 
Контрольные вопросы  

1. Какое название носят задачи календарного планирования? 
2. К каким задачам программирования сводятся задачи календарного планиро-

вания? 
3. Какие критерии принимаются в качестве критерия оптимальности задач ка-

лендарного планирования? 
4. С какого сообщения должна производиться передача сообщений: начиная с 

максимальной длительности передачи или минимальной? 
5. Что описывает график Ганта? 
6. Какой оптимальный порядок передачи сообщений при календарном плани-

ровании доказан С. Джонсоном?  
7. Что можно интерпретировать в качестве каналов связи в лесоперерабаты-

вающем предприятии? 
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ГЛАВА 3.  
КЛАССИФИКАЦИЯ ВИДОВ МОДЕЛИРОВАНИЯ СИСТЕМ 

 
Модель является представлением объекта, системы или понятия (идеи) 

в некоторой форме, отличной от формы их реального существования. 
Модель служит для понимания и совершенствования системы. Построе-
ние моделей дает в руки специалистов и руководителей, принимающих 
решение, метод, повышающий эффективность их суждений и интуиции. 
В зависимости от формы представления объекта, моделирование можно 
разделить на два больших класса: материальное и идеальное (рис. 3.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.1 — Классификация видов моделирования систем 
 
При материальном моделировании используется возможность 

исследования различных характеристик либо на реальном объекте це-
ликом, либо на его части. В зависимости от способа отражения этих 
свойств объекта моделирования различают натурное и физическое мо-
делирование. 

Натурным моделированием называется проведение исследования на 
реальном объекте с последующей обработкой результатов эксперимента 
на основе теории подобия. Научный эксперимент характеризуется широ-
ким использованием средств автоматизации при его проведении, приме-
нением разнообразных средств обработки информации, возможностью 
вмешательства человека в процесс проведения эксперимента. Одна из 
разновидностей эксперимента — комплексные испытания, когда вследст-
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вие повторения испытаний выявляются общие закономерности функцио-
нирования объекта. Наряду со специально организованными испытаниями 
возможна реализация натурного моделирования путем обобщения опыта, 
накопленного в ходе производственного процесса, т. е. можно говорить о 
производственном эксперименте. Указанные разновидности натурного 
эксперимента обладают высокой степенью достоверности. 

Физическое моделирование отличается от натурного тем, что ис-
следование проводится на установках, которые сохраняют природу яв-
лений и обладают физическим подобием.  

Идеальное моделирование часто является единственным спосо-
бом моделирования объектов, которые либо существуют вне условий, 
возможных для их физического создания, либо практически не реали-
зуемы в заданном интервале времени. 

При наглядном моделировании на базе представлений человека о 
реальных объектах создаются различные наглядные модели, отобра-
жающие явления и процессы, протекающие в объекте.  

Символическое моделирование представляет собой искусственный 
процесс создания логического объекта, который замещает реальный и 
выражает основные свойства его отношений с помощью определенной 
системы знаков или символов.  

Математическое моделирование — это процесс установления со-
ответствия данному реальному объекту некоторого математического 
объекта, называемого математической моделью, и исследование этой 
модели, позволяющее получать характеристики рассматриваемого ре-
ального объекта. Математическая модель есть приближенное описа-
ние объекта (явления, процесса), выраженное с помощью математиче-
ской символики. 

Математическое моделирование можно разделить на аналитическое, 
имитационное и комбинированное.  

При аналитическом моделировании процессы функционирования 
элементов системы записываются в виде некоторых функциональных со-
отношений (алгебраических, дифференциальных, интегральных, конеч-
но-разностных и др.) или логических условий.  

При имитационном моделировании реализующий модель алгоритм 
воспроизводит (имитирует) процесс функционирования системы во вре-
мени. Основным преимуществом имитационного моделирования, по 
сравнению с аналитическим, является возможность исследования более 
сложных задач. Имитационные модели можно представлять себе в виде 
непрерывного спектра, простирающегося от точных физических моделей 
реальных объектов до совершенно абстрактных математических моде-
лей, как показано на рис. 3.2.  

Комбинированное (аналитико-имитационное) моделирование при 
анализе и синтезе систем позволяет объединить достоинства аналитиче-
ского и имитационного моделирования.  
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Математическое моделирование имеет два существенных преиму-
щества перед остальными видами моделирования: 

1) дает быстрый ответ на поставленный вопрос, на что в реальной 
обстановке может потребоваться длительное время, иногда даже годы; 

2) дает возможность экспериментирования, осуществить которое 
на реальном объекте зачастую просто невозможно.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.2 — Спектр применения имитационного моделирования  
 
Общую схему математического моделирования можно изобразить в 

виде, представленном на рис. 3.3. 
 

 
Рисунок 3.3 — Общая схема математического моделирования 
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как правило, прекрасно знают свой предмет, но обычно не имеют пред-
ставления о том, что требуется для разработки модели и решения зада-
чи на ЭВМ. Поэтому содержательная постановка задачи зачастую ока-
зывается перенасыщенной сведениями, которые совершенно излишни 
для работы на ЭВМ.  

В зависимости от характера изучаемых процессов в системе, мате-
матические модели бывают: 

1) статические — отражают поведение объекта в какой-либо мо-
мент времени (например, поперечный разрез объекта);  

2) динамические — отражают поведение объекта во времени (вре-
менные ряды);  

3) детерминированные — отображают детерминированные про-
цессы, т. е. процессы, в которых предполагается отсутствие всяких слу-
чайных воздействий;  

4) стохастические — отображают вероятностные процессы и со-
бытия; 

5) дискретные — предназначены для описания дискретных про-
цессов;  

6) непрерывные — отражают непрерывный характер процессов, 
протекающих в системе; 

7) дескриптивные — служат лишь для описания процессов функ-
ционирования, протекающих в системе; 

8) оптимизационные — позволяют управлять характеристиками 
процессов. 

Требования, предъявляемые к математическим моделям: адекват-
ность, непротиворечивость, универсальность, экономичность.  

Основные требования к построению математических моделей ин-
формационных систем: 

1) Математическая модель должна отражать основные свойства 
исследуемого объекта с точки зрения интересующего параметра или 
группы параметров.  

2) Математическая модель должна быть достаточно простой в со-
держательном смысле, т. е. результаты ее анализа должны быть легко 
интерпретируемы.  

3) Математическая модель должна быть адаптированной под 
имеющиеся исходные данные.  

4) Математическая модель должна быть легко модифицируемой 
при появлении новых исходных данных или новых сведений о внутрен-
ней природе системы. 

5) Математическая модель должна быть сформулирована так, что-
бы размерность этой модели позволяла бы проводить расчеты на дос-
тупной вычислительной технике в разумные сроки. 
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Контрольные вопросы 
1. Какое практическое значение для менеджмента имеет построение моделей? 
2. На какие два больших класса можно разделить моделирование? 
3. Какие разновидности натурного эксперимента известны? 
4. Что является основным преимуществом имитационного моделирования по 

сравнению с аналитическим?  
5. Приведите примеры использования имитационного моделирования по изу-

чаемой специальности.  
6. Какие существенные преимущества перед остальными видами моделирова-

ния имеет математическое моделирование? 
7. В зависимости от характера изучаемых процессов в системе какие матема-

тические модели бывают? 
8. Каковы основные требования к построению математических моделей ин-

формационных систем? 
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ГЛАВА 4.  
ЗНАЧЕНИЕ ИМИТАЦИОННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

ДЛЯ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ СИСТЕМ И ПРОЦЕССОВ 
 
Имитационное моделирование есть процесс конструирования мо-

дели реальной системы и постановки экспериментов на этой модели. 
Оно является экспериментальной и прикладной методологией, имею-
щей целью описать поведение системы, построить теории и гипотезы, 
объясняющие наблюдаемое поведение системы, использовать эти тео-
рии для предсказания будущего поведения системы. 

Имитационное моделирование — это представление динамического 
поведения системы посредством продвижения ее от одного состояния к 
другому в соответствии с определенными правилами. 

Специальные программы, обслуживающие модель, генерируют раз-
личные конкретные реализации входного сигнала x(t) моделируемой сис-
темы и строят в соответствии с введенным в ЭВМ описанием системы 
выходной сигнал y(t). Далее, как и в обычном (натурном) эксперименте, 
полученные результаты обрабатываются с помощью специальных про-
грамм, строящих, например, гистограммы распределений тех или иных 
величин, характеризующих поведение исследуемой системы. Таким об-
разом решаются задачи анализа кибернетических систем. 

Имитационной моделью будем называть логико-математическое 
описание системы, которое может быть исследовано в ходе проведения 
экспериментов на ЭВМ и, следовательно, может считаться лаборатор-
ной версией системы. Имитационные модели могут использоваться для 
проектирования, анализа и оценки систем. 

Имитационные модели применяются в качестве: 
– средства осмысления действительности; 
– средства общения; 
– средства обучения и тренажа; 
– средства постановки и проведения экспериментов; 
– инструмента прогнозирования. 
Имитационные модели могут служить для достижения одной из двух 

основных целей:  
– либо описательной, если модель служит для объяснения или 

лучшего понимания системы; 
– либо предписывающей, когда модель позволяет предсказать или 

воспроизвести характеристики системы, определяющие ее поведение.  
Имитационная модель должна быть:  
1) простой и понятной пользователю; 
2) надежной в смысле гарантии от абсурдных ответов; 
3) удобной в управлении и обращении; 
4) полной с точки зрения возможностей решения главных задач, 

стоящих перед исследователем; 
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5) адаптивной, т. е. позволяющей легко переходить к другим моди-
фикациям или обновлять данные;  

6) допускающей постепенные изменения в том смысле, что, будучи 
вначале простой, она может во взаимодействии с пользователем стано-
виться все более сложной.  

Область применения имитационного моделирования очень обшир-
на: в коммерческой деятельности, экономике, маркетинге, системе обра-
зования, политике, обществоведении, науке о поведении, международных 
отношениях, на транспорте, в кадровой политике, области соблюдения за-
конности, исследовании проблем городов и глобальных систем и др. 

В информационных системах применение имитационного модели-
рования связано с анализом: 

1) процессов получения, хранения и переработки информации; 
2) задач выработки решений в условиях неопределенности; 
3) процессов передачи информации при ограничениях на матери-

альные, временные, финансовые ресурсы; 
4) динамики передачи информации с учетом ненадежности каналов 

связи; 
5) задач проектирования и создания новых информационных систем; 
6) прогнозирования развития информационных процессов и систем; 
7) задач теории расписаний при передаче информации; 
8) задач массового обслуживания, управления запасами. 
Имитационные модели широко используются для решения различ-

ных задач лесного хозяйства (моделирование строения, роста и произ-
водительности насаждений; разработка программ рубок ухода; имитация 
естественного возобновления лесов; разработка альтернативных вари-
антов лесоуправления), а также транспортно-дорожного комплекса 
(моделирование транспортного потока; разработка транспортной сети; 
составление расписания движения транспорта; создание региональных 
транспортно-логистических систем; управления запасами материально-
технических ресурсов; разработка прогрессивных моделей транспорт-
ных средств и т. д.). 

Преимуществом имитационного моделирования можно считать ши-
рочайшие возможности его применения в сфере образования и профес-
сиональной подготовки. 

Недостатки имитационного моделирования следующие: 
– разработка имитационной модели требует много времени и высо-

коклассных специалистов и часто обходится весьма дорого; 
– результаты, которые дает имитационная модель, обычно являют-

ся численными, а их точность определяется количеством десятичных 
знаков, выбираемых экспериментатором. 
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Последовательность имитационного моделирования системы: 
1. Формулировка проблемы: ясное и четкое изложения целей экс-

перимента.  
2. Концептуализация модели: выбор переменных и параметров мо-

дели, качественное описание их связи, предварительная оценка исход-
ной информации и возможностей ее получения.  

3. Разработка имитационной модели системы, реализация ее в ви-
де программы на ЭВМ и проверки модели.  

4. Реализация имитационной модели в виде программы на ЭВМ 
связана с двумя задачами: 

а) выбором языка программирования (для написания программы на 
ЭВМ у исследователя имеется две возможности: 1) использовать уни-
версальный язык программирования (типа FORTRAN, PASCAL, BASIC, 
C и др.) или 2) остановиться на специализированном языке имитацион-
ного моделирования (типа ДИНАМО, GPSS, СИМУЛА и т. п.)); 

б) генерированием последовательностей случайных чисел, имею-
щих заданное распределение. 

5. Проведение имитационного эксперимента, включающего плани-
рование, проведение и обработку результатов эксперимента. 

 
Контрольные вопросы 

1. Что такое имитационное моделирование? 
2. Раскройте понятие математической модели. 
3. Для достижения каких целей могут служить имитационные модели?  
4. Приведите основные требования к имитационной модели. 
5. Для решения каких задач лесного хозяйства используются имитационные 

модели? 
6. Для решения каких задач транспортно-дорожного комплекса используются 

имитационные модели? 
7. Перечислите достоинства и недостатки имитационного моделирования. 
8. Какова последовательность имитационного моделирования системы? 
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ГЛАВА 5.  
ОСНОВНЫЕ ТЕРМИНЫ, ПАРАМЕТРЫ И СИСТЕМА  

ОБОЗНАЧЕНИЙ В ПОТОКОВЫХ ЗАДАЧАХ 
 
При описании многих реальных ситуаций, которые можно моделиро-

вать с помощью сети, удобно ввести такое понятие, как «поток» — это мо-
жет быть поток жидкости в трубопроводной системе, поток транспорта на 
улицах города или поток некоторых продуктов в распределительной сети. 
При описании указанных ситуаций говорят о «потоках в сетях».  

Потоком в сети по дуге к (fk) или по дуге ij (fij) называется неотрица-
тельная вещественная функция, удовлетворяющая следующим условиям: 

1. Условие ограниченности: поток по любой дуге сети не превосхо-
дит пропускной способности этой дуги: fij ≤ cij;  

2. Условие сохраняемости: суммарный поток, заходящий в любую 
вершину сети (кроме истока и стока), равен суммарному потоку, выхо-
дящему из этой вершины. 

Многие проблемы, которые, на первый взгляд, вроде бы не принад-
лежат к данному классу (примеры будут рассматриваться в последую-
щих главах), можно представить в виде модели потока в сети.  

Сеть представляет собой совокупность узлов и дуг (рис. 5.1). Данная 
сеть состоит из шести узлов и восьми дуг. Начальный узел обозначается 
«s» и называется истоком, а конечный узел обозначается «t» и называ-
ется стоком. Допускается обозначение начального и конечного узлов за-
главными буквами. Такое представление оказывается полезным при мо-
делировании самых разных ситуаций и физических процессов. На прак-
тике сети очень часто используют для описания различных систем: 
управления запасами, транспортировки, распределения и т. п.  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рисунок 5.1 — Пример исходной сети 
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представленным в виде сетей, что оказывает большую помощь при ана-
лизе и выявлении взаимосвязей между событиями и объектами.  

Математические модели планирования перевозок имеют четко вы-
раженную сетевую структуру, обусловленную наличием транспортной 
сети, по которой перемещаются транспортные средства. Этим объясня-
ется широкое применение для решения задач планирования перевозок 
методов и моделей оптимизации потоков в сети, наиболее адекватно 
учитывающих специфику структуры этих задач.  

При изучении дисциплины «Потоки в сетях» используются задачи 
так называемого потокового программирования, в которых поток по каж-
дой дуге является управляемой переменной, а цель состоит в получении 
оптимального значения некоторой меры эффективности за счет выбора 
соответствующих потоков по каждой дуге сети.  

По каждой дуге сети в направлении, указанном стрелкой, протекает 
некоторый поток. В модели каждая дуга характеризуется четырьмя ос-
новными параметрами: 

1) значением потока по сети (fk); 
2) минимальным значением потока ( kс ), который может протекать 

по дуге (нижняя граница); 
3) пропускной способностью (сk), которая показывает, какой макси-

мальный поток можно передавать по дуге (верхняя граница);  
4) стоимостью передачи единицы потока по данной дуге (hk), кото-

рая показывает, во что обойдется передача единицы потока по k-й дуге. 
Поскольку в большинстве потоковых моделей присутствует время 

или некоторый временной интервал (иногда неявно), то потоки и пропуск-
ные способности обычно измеряются в единицах интенсивности потока. 
Если для некоторой дуги не указана нижняя граница, то предполагается, 
что она равна нулю. С помощью простого преобразования нижние грани-
цы дуг можно сделать равными нулю для любой сети. Для каждого узла 
сети задаются значения потоков, которые по условиям задачи должны 
входить в сеть или покидать ее в данном узле. Такие потоки называются 
внешними и рассматриваются как некоторые параметры узлов. 

Потоки по дугам сети являются управляемыми переменными. Их 
значения можно выбирать в пределах ограничений, накладываемых ус-
ловиями сохранения потока в узлах, пропускной способностью дуг и на-
личием внешних потоков в узлах. Основываясь на теории оптимизации, 
потоки по дугам можно рассматривать как объекты управления. 

Задача оптимизации состоит в минимизации общей стоимости пе-
редачи потока при условии, что потоки по дугам удовлетворяют всем 
упомянутым ограничениям и условиям.  

В ориентированной сети имеются множество узлов N и множество 
дуг M. Числовые значения, приписанные дугам и узлам сети, называют 
параметрами. Для обозначения параметров потока используется fij — 
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поток по дуге из узла i в узел j. При этом узел i называется начальным, 
а узел j — конечным для дуги ij.  

Основными параметрами узлов в сетевых моделях являются:  
bi — фиксированный внешний поток в узле i; 
сij — верхняя граница (пропускная способность) передачи потока по 

дуге из узла i в узел j;  
hij — стоимость передачи единицы потока по дуге из узла i в узел j.  
Фиксированный внешний поток входит в сеть из внешней среды или 

покидает сеть в некотором узле. Если поток входит, то он имеет положи-
тельное значение. Если поток выходит из сети, то он имеет отрицатель-
ное значение. Поток сохраняется в каждом узле, кроме свободного узла, 
т. е. сумма потока, входящего в сеть по дугам сети, и внешнего потока в 
узле должна быть равна потоку, выходящему из узла. Графическое изо-
бражение дуги сети с заданными параметрами показано на рис. 5.2.  

 
 
 
 

 
Рисунок 5.2 — Графическое изображение дуги 

 
Следует сделать акцент на правила обозначения параметров сети. 

Переменные и параметры, относящиеся к дугам, показываются в круг-
лых скобках, а переменные и параметры, относящиеся к узлам, — в 
квадратных скобках. Дуги могут иметь и свою собственную нумерацию 
без привязки к номерам начального и конечного узлов. При этом для ну-
мерации дуг используется нижний индекс k.  

Исходная сеть из четырех уз-
лов и пяти дуг (1, 2, 3, 4, 5) пред-
ставлена на рис. 5.3. Нумерация 
дуг указывается обычно под дугой, 
а над дугой указан параметр дуги: 
стоимость передачи единицы пото-
ка по дуге (hk). 

При решении некоторых пото-
ковых задач удобно пользоваться 
таким понятием, как расширенная 
сеть (рис. 5.3). Расширенная сеть 
легко получается из исходной сети.
 

 fk (hk)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 5.3 — Расширенная сеть 
 

Для этого для каждой дуги исходной сети определяется противоположно 
ориентированная дуга, связывающая ту же пару вершин, но имеющая 
противоположную ориентацию. Дуга исходной сети в этом случае назы-
вается прямой дугой, а противоположно ориентированная дуга — об-
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ратной. Стоимость обратной дуги имеет то же значение, что и стои-
мость прямой дуги, но она обозначается с противоположным знаком.  

В расширенной сети каждой дуге k соответствует противоположно 
ориентированная дуга (–k), которая связывает ту же пару вершин, но ори-
ентированных противоположно. Дугу (–k) называют обратной дугой. При 
этом если дуга k имеет стоимость hk, то дуга (–k) имеет стоимость (–hk). 

Множество узлов в расширенной сети DE совпадает с множеством 
узлов в исходной сети D: 

 

DE = [N, ME], 
 

а множество дуг в два раза больше: 
 

ME = [1, 2, …, m; –1, –2, …, –m]. 
 

Множество узлов предельной сети D* совпадает с множеством уз-
лов исходной сети D: 
 

D* = [N, M*], 
 

а множество дуг M* является подмножеством дуг расширенной сети ME: 
 

M* ∈ ME. 
 

M* образует допустимые дуги. Следует учесть, что дуга может быть 
прямой или обратной. 

Существуют условия допустимости дуг:  
– прямая дуга считается допустимой, если поток по ней можно уве-

личить, т. е. fk < сk, f↑. Допустимость прямой дуги помечается знаком «+»; 
– обратная дуга считается допустимой, если поток по ней можно 

уменьшить, т. е. fk < сk, f↓. Допустимость обратной дуги помечается зна-
ком «–». Поток можно уменьшить до 0. Если поток fk = 0, то дуга пере-
стает существовать. 

 
Контрольные вопросы 

1. Что представляет собой сеть в потоковых задачах? 
2. Сформулируйте понятие потока в сети. 
3. В чем заключается сущность задач потокового программирования? 
4. Что называется истоком и стоком в сети? 
5. Какими основными параметрами характеризуется дуга в сети?  
6. Что называется прямой дугой и обратной дугой? 
7. Каковы условия допустимости дуг (прямой и обратной)? 
8. Какими основными параметрами характеризуется узел в сети?  
 
 
 
 
 
 
 



 29

ГЛАВА 6.  
СЕТИ С НЕЛИНЕЙНЫМИ ФУНКЦИЯМИ СТОИМОСТИ ДУГ 

 
Отдельное внимание необходимо уделить нелинейным функциям 

стоимости дуг. В реальной жизни, наряду с линейными, встречаются и 
нелинейные функции стоимости дуг. Они подразделяются на вогнутые 
и выпуклые. Стоимость передачи потока по дуге зависит от стоимости 
передачи единицы потока по дуге, величины потока по дуге, а также от 
функциональной зависимости стоимости дуг.  

Распознать нелинейную функцию можно, проведя пунктирный отре-
зок (рис. 6.1): если пунктирная линия окажется выше нелинейного отрезка 
функции стоимости дуги, то функция относится к выпуклой, а если прямой 
пунктирный отрезок лежит ниже, то функция относится к вогнутой.  

  
h(f)  h(f) 
 
 
 
 
 

 
 f  f 

 
а  б 

 
Рисунок 6.1 — Линейные (а) и нелинейные (б) функции стоимости дуг 

 
Один из часто применяемых методов решения потоковых задач 

стоимости нелинейных функций — это кусочно-линейная аппроксимация 
(приближение). В этом случае выпуклый участок можно составить из от-
дельных линейных участков (рис. 6.2). 

 

 
 

Рисунок 6.2 — Решение нелинейной выпуклой функции  
путем кусочно-линейной аппроксимации 
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При этом стоимость на каждом предыдущем участке меньше, чем 
на последующем за ним участке: h1 < h2 < h3, а тангенсы углов наклона 
участков кривой tg α1, tg α2, tg α3 можно представить следующим образом:  
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h
=  
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В рассматриваемом случае нелинейную дугу вместо тривиальной 
схемы (рис. 6.3) можно представить в виде трех дуг (рис. 6.4).  

 
 

h(f) 
 
 

Рисунок 6.3 — Тривиальная схема потока по дуге 
  
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Рисунок 6.4 — Потоковая модель  
для кусочно-линейной аппроксимации выпуклой функции 

  
Так как h1 < h2 < h3, то поток вначале пойдет по дуге 1, пока его зна-

чение не достигнет U1, потом по дуге 2, пока не достигнет U2, затем по ду-
ге 3. Второй участок вогнутой функции стоимости (рис. 6.1б) на практике 
встречается чаще, чем выпуклая, т. к. отражает экономический закон от-
носительного уменьшения стоимости при увеличении объема производ-
ства продукции (экономии от масштаба). К сожалению, такую функцию 
нельзя свести к линейной задаче: т. к. h1 > h2 > h3, поток приходится от-
правлять сначала по дуге с большей стоимостью, и далее со снижаю-
щейся стоимостью. 

Для решения задач вогнутой функции используются различные про-
цедуры целочисленного исчисления. 

Проиллюстрируем решение нелинейной функции (табл. 6.1).  

i j 

i j 

1 (0, U1, h1) 

2 (0, U2 – U1, h2)

3 (0, U3 – U2, h3)

fk (ck, ck, hk) 
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Таблица 6.1 — Расчет аппроксимации нелинейной функции 
 

f h(f) Аппроксимация ∆ 
0 0 0 0 
1 2 · 1 + 3 · 1² = 5 33/(3 – 0) = 11 6 
2 16 11 · 2 = 22 6 
3 33 11 · 3 = 33 0 
4 56 33 + 29 · (4 – 3) = 62 6 
5 85 33 + 29 · (5 – 3) = 91 6 
6 120 33 + 29 · (6 – 3) = 120 0 
7 161 120 + 50 · (7 – 6) = 170 9 
8 208 120 + 50 · (8 – 6) = 220 12 
9 261 120 + 50 · (9 – 6) = 270 9 
10 320 120 + 50 · (10 – 6) = 320 0 
Итого   ∑54 

 
Примечание. Цифры выделены жирным для обозначения линейных участков, 

на которые разбита дуга. 
 
Пусть на некоторой дуге задана пропускная способность 10 ед. по-

тока, а функция стоимости  
 

hk = (fk) = 2fk + .3 2
kf  

 

Используя не более трех дуг с линейными функциями стоимости, 
необходимо построить кусочно-линейную аппроксимацию нелинейной 
функции стоимости указанной дуги. 

Коэффициент наклона первого линейного участка: 
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Коэффициент наклона второго линейного участка: 
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Коэффициент наклона третьего линейного участка: 
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Полученный график участков линейных функций приближен к за-
данной нелинейной функции (рис. 6.5). Погрешность равна ∆ = 54. Для 
уменьшения погрешности можно взять другие граничные точки, т. е. 
увеличить количество дуг с линейными функциями стоимости. 
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Рисунок 6.5 — Построение кусочно-линейной аппроксимации  
нелинейной функции 

 
При решении подобных задач следует иметь в виду, что гиперболи-

ческая зависимость нелинейной функции не существует при нулевом 
значении функции, поэтому f будет принимать значения до единицы. 

Интерфейс решения задачи с нелинейными функциями стоимости 
описан в методическом пособии «Решение потоковых задач в MS Excel» 
[2, с. 32—35]. 

 
Контрольные вопросы  

1. Какой метод решения потоковых задач нелинейной функции стоимости вам 
известен? 

2. Какая функция относится к выпуклой?  
3. Какая функция относится к вогнутой? 
4. Какая нелинейная функция отражает экономический закон относительного 

уменьшения стоимости при увеличении объема производства продукции? 
5. В чем заключается кусочно-линейная аппроксимация? 
6. Как определяется коэффициент наклона линейного участка? 
7. Каким образом определить достаточность участков линейных функций при 

решении нелинейной функции? 
 
 
 
 
 

0     1      2     3    4    5    6    7   8   9  10                 f 
α1 

α2

α3

h2 = 120 – 33

h1 = 33 – 0

h3 = 320 – 120 

h(f) 

320

280

240

200

160 

120

80

40 



 33

ГЛАВА 7.  
СВОБОДНЫЙ ПОТОК, СВОБОДНЫЙ УЗЕЛ И ЕГО ПАРАМЕТРЫ 

 
Сетевая модель потоков любой бизнес-единицы включает в себя 

«вход» (поставщики) и «выход» (потребители). Поэтому для постановки 
и решения потоковых задач вводятся, кроме фиксированного внешнего 
потока (ФВП) bi, два дополнительных параметра — это свободный 
внешний поток (СВП) bsi и стоимость свободного внешнего потока 
(ССВП) hsi. 

Свободный поток — это некоторая переменная задачи, на которую 
наложено некоторое ограничение сверху, т. е. указывается максимальный 
допустимый свободный поток, который не зависит от значения фиксиро-
ванного внешнего потока в данном узле. Свободный внешний поток имеет 
свою стоимость: его значение положительное, если он входит в сеть, и 
отрицательное, если он покидает сеть в данном узле.  

Рассмотрим сеть со свобод-
ным потоком [bi, bsi, hsi] (рис. 7.1). 

Расшифруем параметры уз-
лов сети, приведенной на 
рис. 7.1.  

Узел 1: фиксированный 
внешний поток 2, свободный 
внешний поток 2, стоимость по-
тока 1.  

Узел 2: фиксированный 
внешний поток 1, свободный 
внешний поток 2, стоимость по-
тока –2.  

[bi, bsi, hsi]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 7.1 — Сеть со свободным потоком 
 

Узел 3: фиксированный внешний поток 0, свободный внешний по-
ток –2, стоимость потока 1. 

Узел 4: фиксированный внешний поток –1, свободный внешний по-
ток –2, стоимость свободного внешнего потока 1. 

 
Рассмотрим порядок решения задачи о сети со свободным потоком. 

Структура сети определяется множеством узлов и множеством дуг: N — 
множество узлов. Узел i является элементом множества узлов N = 1, 2, 
3, …, i, …, n или ,,1 ni =  где n — количество узлов в сети; М — множест-
во дуг. Дугу можно задать по-разному: как упорядоченную пару узлов 
(i, j) или как элемент k списка дуг М = 1, 2, 3, …, k, …, m. Таким образом, 
дугу можно называть дуга k (i, j) или просто (i, j). Узел i называется на-
чальным узлом, а узел j называется конечным узлом дуги. 

Для сети составляют список начальных и конечных узлов: 
О — список начальных узлов: О = [o1, o2, …, om]. 
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Т — список конечных узлов: T = [t1, t2, …, tm]. 
Иногда вводят дополнительные списки дуг: 
МОi — список дуг, которые выходят из узла i; 
МTi — список дуг, которые входят в узел i. 
 
Пример описания сети показан на рис. 7.2. 
Список узлов рассматриваемой сети: 
- начальных узлов:  О = [1, 1, 2, 2, 3]; 
- конечных узлов:  T = [2, 3, 3, 4, 4]. 
Список дуг рассматриваемой сети:  
- выходят из узла 1:  МО1 = [1, 2]; 
- входят в узел 1:  МТ1 = [∅] (пустое множество); 
- выходят из узла 2:  МО2 = [3, 4]; 
- входят в узел 2:  МТ2 = [1];  
- выходят из узла 3:  МО3 = [5]; 
- входят в узел 3:  МТ3 = [2, 3];  
- выходят из узла 4:  МО4 = [∅] (пустое множество); 
- входят в узел 4:  МТ4 = [4, 5]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 7.2 — Вид обозначений дуг и узлов сети: 
количество дуг m = 5; количество узлов n = 4 

 
Итак, потоком в сети называется множество чисел fk, определенных 

на дугах k, удовлетворяющих условиям ограниченности и сохраняемо-
сти. Условие ограниченности отображается как fk ≤ ck, где ck — пропуск-
ная способность. 

При описании стандартных задач о потоках в сети основным усло-
вием является условие сохранения потока в узлах, т. е. суммарный по-
ток, входящий в узел, равен суммарному потоку, выходящему из узла. 
Мы рассматриваем потоки продуктов только одного вида, т. е. потоки, 
входящие в любой узел по любой дуге, не отличаются по типу продукта. 
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Вектор потока определяется как f = [f1, f2, f3, …, fm]´, где штрих в 
верхнем индексе означает операцию транспортирования данной вектор-
строки, т. е. f является вектор-столбцом. Его значения и необходимо 
найти в задачах. 

Потоки являются изменяемыми переменными, при этом их 
стоимость h(fk) — функция потока по дуге k — не зависит от других потоков 
по дугам. 

Во многих потоковых задачах требуется найти поток минимальной 
стоимости:  

 

.min)(
1

∑ →
m

=k
kk fh=H  

 

Уравнение означает, что сумма стоимостей по всем дугам мини-
мальна. 

В случае линейной зависимости функция стоимости отражается как 
 

h(fk) = hk fk.  
 

Вектор-столбец дуговых стоимостей отражается как 
 

h = [h1, h2, h3, …, hm]´. 
 

Пропускная способность ck является ограничением потока по дуге: 
 

fk ≤ ck. 
 

Вектор-столбец пропускной способности отражается как  
 

с = [с1, с2, с3, …, сm]´. 
 

Ограничение на поток снизу записывается следующим образом: 
 

kc  ≤ fk. 
 

Нижняя граница пропускной способности отражается как 
 

c = [с1, с2, с3, …, сm]´. 
 

Внешние потоки попадают в сеть с определенными характеристика-
ми, где bi — фиксированный внешний поток в узле i; bsi — свободный 
внешний поток в узле i; his — стоимость свободного внешнего потока.  

В результате стоимость потока в сети можно отразить в виде сле-
дующего уравнения: 

.)(
1

∑∑
n

=i
sisi

m

n
kk bh+fh=H  
 

Свободные потоки можно представить, используя параметры дуг, а 
не узлов. Для этого вводится свободный узел. Начертим сеть (рис. 7.3) и 



 36

найдем свободный узел (рис. 7.4). Этот узел обозначим 5. В свободном 
узле не требуется выполнение условия сохранения потока (УСП).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 7.3 — Исходная сеть со свободным потоком 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 7.4 — Преобразование сети с введенным свободным узлом 

 
В узлах 1, 2, 3 свободный внешний поток не равен нулю (bsi ≠ 0).  
Если bsi > 0, то вводится дуга из свободного узла в данный узел 5. 

В узлы 1, 2, 3 вводятся дуги со свободным узлом, при этом направление 
вводимых дуг определяется исходя из положительности или отрица-
тельности свободного внешнего потока: 

– Если узел, в котором bsi < 0, то дуга от него вводится в свободный 
узел. Из узла 3 вводится дуга в свободный узел 5 (рис. 7.4). 

– Если узел, в котором bsi > 0, то дуга из свободного узла вводится в 
него. Во 2-й узел вводится дуга из свободного узла 5, также из свободно-
го узла 5 вводится дуга в узел 1. При этом значение свободного потока 
узла переходит в пропускную способность дуги bsi → ck: 

 

bs2(2)→c6 (2);  bs1(1)→c7 (1);  bs3 (–1)→c8 (1). 
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При этом знак «–» перешел в направление стрелки (из параметра 
свободного внешнего потока узла 3 в значение пропускной способности 
дуги 8, имеющей направление выходящей из узла 3). 

На рис. 7.5 знак «–» около значения стоимости передачи единицы 
потока по дуге 6 говорит о том, что при передаче потока по этой дуге по-
лучен доход. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7.5 — Изменение параметров узлов сети  
 
В ходе преобразования убираем bsi. 
Стоимость передачи единицы потока по дуге переходит в стоимость 

вводимой дуги hsi → hk: 
 

hs2 (1) → h6 (1); 
 

hs1 (1) → h7 (1); 
 

hs3 (1) → h8 (1).  
 

В ходе преобразования убираем hsi. 
В рассмотренной сети можно предположить, что узел 1 — это мага-

зин, на его складе в наличии имеется 3 ед. товара. Узел 4 — это потре-
битель, которому нужно 5 ед. товара. Встает вопрос, где взять недос-
тающие 2 ед. товара. Для этого необходим свободный узел 5, в котором 
берем недостающие 2 ед. товара. 

 
Контрольные вопросы  

1. Сформулируйте понятие свободного потока. 
2. Каковы правила установления знаков свободного потока? 
3. Как составляется список начальных узлов? 
4. Как составляется список конечных узлов? 
5. Для чего в сети вводится свободный узел? 
6. От какого параметра и как зависит, вводится дуга в свободный узел или вы-

водится из него? 
7. В какой параметр переходит значение свободного потока узла?  
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ГЛАВА 8.  
УСЛОВИЕ СОХРАНЕНИЯ ПОТОКА  

 
Условие сохранения потока (УСП) — очень важное понятие для 

решения потоковых задач. В сети УСП ориентируется на внешние пото-
ки. Для допустимого вектора потока условие сохранения потока выпол-
няется во всех узлах сети, за исключением свободного узла. Формули-
ровку условия сохранения потока можно представить следующим обра-
зом: полный поток, выходящий из узла, минус полный поток, входящий 
в узел, равен фиксированному внешнему потоку в данном узле. Для 
стандартной задачи УСП в произвольном узле сети можно записать в 
алгебраическом виде: 

 

.
)()(

i
Мk

k
Мk

k b=ff
iTiО

∑∑
∈∈

−  

k принадлежит k принадлежит  Фиксированный 
списку дуг, списку дуг,  внешний поток 
выходящих  входящих  в узле i 
из узла i  в узел i   

 

Используем из предыдущей главы рисунок сети со свободными уз-
лами, для наглядности необходимо привести его снова (рис. 8.1). 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рисунок 8.1 — Сеть со свободными узлами 
 
Полный набор условий сохранения потока в узлах записывается в 

виде системы ограничений.  
Опишем дуги входящие (–) и выходящие (+) из узлов: 
 

Дуги Узлы 1 2 3 4 5 6 7 8 bsi  

1 узел +f1 +f2     –f7  = 3 
2 узел –f1  +f3 +f4  –f6   = 0 
3 узел  –f2 –f3  +f5   +f8 = 0 
4 узел    –f4 –f5    = –5 

 
Примечание. fi — переменная, которую необходимо найти для минимальной 

стоимости потока в сети. 
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Дуги, которые связаны со свободными узлами, называются свобод-
ными. А дуги, которые не связаны со свободными узлами, называются 
несвободными. В некоторых столбцах элементы парные: один f со зна-
ком «+», другой со знаком «–». Необходимо провести суммирование по 
столбцам. Если в результате в столбце суммирование даст результат 0, 
то УСП соблюдается. Если результат в другой, то УСП не соблюдается. 
Таким образом, условие сохранения потока соблюдается в 1—4 узлах, 
за исключением 5-го узла. 

 
Другой метод проверки УСП основан на составлении матрицы ко-

эффициентов (А-матрица).  
 

А-матрица коэффициентов уравнений  
с записью условий сохранения потока УСП 

 
Дуги  

1 2 3 4 5 6 7 8 
1 1 0 0 0 0 –1 0 

–1 0 1 1 0 –1 0 0 
0 –1 –1 0 1 0 0 1 А = 

0 0 0 –1 –1 0 0 0 
∑ 0 0 0 0 0 –1 –1 –1 

 
Решение матрицы подтверждает предыдущее решение: условие со-

хранения потока соблюдается в 1—4 узлах, за исключением 5-го узла, 
т. к. по дугам 6, 7 и 8, связанным с узлом 5, УСП не соблюдается. 

Приведем векторную запись условия сохранения потока. Вектор по-
токов f записывается в следующем виде: 

 

f = [f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8]´. 
 

Вектор-столбец фиксированного внешнего потока: 
 

b = [b1, b2, b3, b4, b5]´. 
 

Векторная запись условия сохранения потока: 
 

Аf = b. 
 

Объединим алгоритм введения свободного узла и условия сохране-
ния потока. Исходная сеть приведена на рис. 8.2. 

Рассмотрим узлы: в узлах 1, 3 свободный внешний поток bsi ≠ 0, 
bs1 = 2, bs3 = 1, т. е. узлы 1, 3 не свободны. Введем свободный узел 5 
(рис. 8.3). В свободном узле должно соблюдаться УСП. При этом на-
правления дуг 6 и 7, связывающих свободный узел 5 с узлами 1 и 3 ис-
ходной сети, определяются вышеизложенными в главе 7 правилами. 
Поскольку bs1 > 0 и bs3 > 0, то дуги 6 и 7 входят в узлы 1 и 3. 
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Рисунок 8.2 — Исходная сеть для решения УСП 
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Рисунок 8.3 — Введение свободного узла 

 
Затем произведем передачу значений свободных потоков узлов 1 и 

3 в пропускную способность свободных дуг. Значение свободного потока 
узла 1 переходит в пропускную способность дуги 7: 

 

bs1 (2) → c7 (2). 
 

Значение свободного потока узла 3 переходит в пропускную способ-
ность дуги 6: 

 

bs3 (1) → c6 (1). 
 

Стоимость передачи единицы потока из узла 1 переходит в стои-
мость дуги 7: 

 

hs1 (1) → h7 (1). 
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Стоимость передачи единицы потока из узла 3 переходит в стои-
мость дуги 6: 

 

hs3 (–1) → h6 (–1). 
 

Убираем из параметров узлов 1 и 3 bsi и hsi как переданные свобод-
ным дугам. После данных преобразований сеть представлена на рис. 8.4.  
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Рисунок 8.4 — Сеть после передачи параметров узлов 
 
Запишем УСП для преобразованной сети. Так как в узле 5 не пока-

зан внешний поток, то строки уравнений по нему нет, а элементы и связи 
по нему включаются в соответствующие строки узлов 1 и 3. 

Дуг в сети — семь, узлов — пять. Опишем несвободные узлы, учи-
тывая, что поток по выходящей из данного узла дуге положителен, а во 
входящей в данный узел дуге — отрицателен: 

 
Дуги Узлы 1 2 3 4 5 6 7 bsi  

1 узел +f1 +f2     –f7 = [3] 
2 узел  –f2 –f3  +f5   = [0] 
3 узел –f1  +f3 +f4  –f6  = [0] 
4 узел    –f4 –f5   = [–5] 

 
Запишем УСП с помощью матрицы коэффициентов, подтвердив при 

этом, что дуги 6 и 7 являются свободными, т. к. сумма коэффициентов 
по ним не равна нулю: 
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Коэффициенты всегда записываются в значении «1», при этом со 
знаком «+» для выходящих дуг и со знаком «–» для входящих дуг.  

Суммарный коэффициент, отличный от нуля, свидетельствует о 
том, что условие сохранения потока не соблюдается по дуге 6 и дуге 7. 

 
Контрольные вопросы 

1. Сформулируйте условие сохранения потока. 
2. Какие дуги называются свободными? 
3. Какие дуги называются несвободными? 
4. На чем основан метод проверки УСП? 
5. В какой форме записывается система ограничений условий сохранения пото-

ка в узлах? 
6. В значение какого параметра дуги переходит значение свободного потока 

при введении свободного узла? 
8. В значение какого параметра дуги переходит значение стоимости передачи 

единицы потока из узла при введении свободного узла? 
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ГЛАВА 9.  
АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СЕТИ 

 
Алгебраическая модель сети представляет собой комбинацию сле-

дующих составляющих: 
1) компонентов (узлы n=i 1, ; дуги m=k 1, ); 
2) переменных (fk — потоки по дугам и πi — потенциал узлов); 
3) параметров (нижняя граница kc ; пропускная способность сk; 

стоимость передачи единицы потока по дуге hk); 
4) функциональных зависимостей (линейные и нелинейные); 
5) целевых функций; 
6) ограничений (условие сохранения потока; ограничения по пропу-

скной способности). 
Целевая функция предназначена для измерения степени достиже-

ния системой желаемой цели и вынесения оценочного суждения по ре-
зультатам моделирования. 

 
Рассмотрим формулировку целевой функции для прямой задачи 

линейного программирования. Алгебраическая модель для нее выгля-
дит в виде нахождения минимума целевой функции  
 

min
)1,(

→= ∑
=

m

ji
ijijhfH  

     

1) при ограничениях условия сохранения потока по дугам сети: 
 

,b=ff i
Мji,

i
Мji,

ij
iTiO

∑∑
∈∈

− l  i ∈ N,  ;1, n=i  

  

2) при ограниченной пропускной способности дуг: 
 

fij ≤ ck,  m=k 1, ; 
 

3) при условии неотрицательности дуговых потоков: 
 

fij ≥ 0,   (i, j) ∈ M,  
 

где i — номер начального узла дуги ij; j — номер конечного узла дуги ij; 
fij — поток по дуге ij; hij — стоимость передачи единицы потока по дуге ij; 
bi — фиксированный внешний поток в узле i; n — число узлов сети; m — 
число дуг. 

Задачу линейного программирования можно записать в матричных 
обозначениях: найти минимальное значение Н = hf, где h — вектор 
стоимостей; f — вектор дуговых потоков. 
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Векторная запись условия сохранения потока: 
 

Аf = b, 
 

где А — матрица коэффициентов; b — вектор фиксированных потоков, 
при этом f ≤ с; f ≥ 0. 

Разделим матрицу А на две — В и R: А = [В, R].  
Матрица В называется базисной и сформирована из (n – 1) линей-

но-независимых столбцов матрицы А. Переменные, соответствующие 
столбцам матрицы В, называются базисными переменными. 

Матрица R соответствует небазисным переменным, fВ — вектор ба-
зисных переменных, fR — набор небазисных переменных: 

 

[B, R]   bf
f
R

B =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡  

 

fВ = B–1 [b – RfR]. 
 

B–1 — это матрица, обратная матрице B, т. е. В · B–1 = Е (единичная 
матрица). 

Чтобы определить базисное решение fВ, каждую небазисную пере-
менную полагают равной нулю или сk (0, сk). Поскольку ранг матрицы А 
r = n – 1, то fВ — единственное решение и, по крайней мере, одно опти-
мальное решение задачи линейного программирования является базис-
ным, его необходимо найти. 

 

Прямой задаче линейного программирования соответствует двойст-
венная задача, которая формулируется следующим образом. Найти  
 

minδπ
1

1

1
→∑∑

−

k

m

=k
k

n

=i
ii c+b=Р  

 

при ограничениях πi – πj + δk ≥ –hk, m=k 1, .  
πi — не ограничены, .11, −n=i  
δk ≥ 0. 
Условия оптимальности решения выполняются при следующих до-

пущениях. 
1. Решение прямой задачи допустимо, если: 
а) условие сохранения потока выполняется в каждом узле; 
б) 0 ≤ fk ≤ ck для всех дуг. 
2. Приведенное двойственное решение допустимо при δk = max [0, –δk], 

где δk = πi – πj + hk. 
3. Выполняются условия, дополняющие жесткости: 
а) δk = 0 при 0 < fk < ck (строго от 0 до ck); 
б) fk = 0 при δk > 0; 
в) fk = ck 

при δk < 0. 
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Контрольные вопросы 
1. Какие составляющие включает алгебраическая модель сети? 
2. В виде нахождения минимума какой целевой функции для прямой задачи 

линейного программирования отражается алгебраическая модель сети?  
3. В виде нахождения минимума какой целевой функции для двойственной за-

дачи линейного программирования отражается алгебраическая модель сети?  
4. Какая матрица называется базисной? 
5. Какая матрица называется небазисной? 
6. Каковы условия, дополняющие жесткости решения двойственной задачи? 
7. Привести условия допустимости прямой и двойственной задачи. 
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ГЛАВА 10.  
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ИЗ ТЕОРИИ ГРАФОВ 

 
Основоположником теории графов явился Леонард Эйлер, который 

в 1736 г. решал задачу Кенигсбергских мостов с помощью графов. Ис-
ходные понятия сетевого моделирования связаны с ориентированными 
и неориентированными графами. Граф — это объединение множеств 
вершин (узлов) N и ребер Х: пара множеств G = [N, Х], где каждое ребро 
соединяет две вершины. 

Ориентированный граф G = [N, M] определяется как пара (N, M), 
где N — конечное множество вершин, а M — множество дуг, представ-
ляющих собой упорядоченные ребра (бинарное отношение на N, т. е. 
подмножество множества NхN). Ориентированный граф для краткости 
называют орграфом.  

Множество N называют множеством вершин графа. Вершина гра-
фа, не имеющая ни одного прообраза, называется истоком (источни-
ком). Вершина, не имеющая ни одного образа, называется стоком.  

Множество M называют множеством ребер графа. На рис. 10.1а пока-
зан ориентированный граф с множеством вершин (1, 2, 3, 4). Вершины изо-
бражены кружками, а ребра в ориентированном графе — стрелками. Граф 
может содержать ребра-петли, соединяющие вершину саму с собой.  

В неориентированном графе G = (N, M) множество ребер M состоит 
из неупорядоченных пар вершин. Парами являются множества {n, m}, 
где n, m ∈ N и m ∈ М, а n≠ m. Неориентированное ребро обозначается 
как (n, m); при этом для неориентированного графа (n, m) и (m, n) обо-
значают одно и то же ребро. Неориентированный граф не может содер-
жать ребер-петель, и каждое ребро состоит из двух различных вершин 
(«соединяя» их). На рис. 10.1б изображен неориентированный граф с 
множеством вершин (1, 2, 3, 4).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

а б 
 

Рисунок 10.1 — Ориентированный (а) и неориентированный (б) графы 
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Многие понятия параллельно определяются для ориентированных и 
неориентированных графов (с соответствующими изменениями). Про 
ребро (n, m) ориентированного графа говорят, что оно выходит из вер-
шины u и входит в вершину v. Например, на рис. 10.1а имеются три реб-
ра, выходящие из вершины 2 (ребра (2, 2), (2, 3) и (2, 4)), и два ребра, в 
нее входящих (ребра (1, 2) и (2, 2)). Про ребро (n, m) неориентированного 
графа говорят, что оно инцидентно вершинам n и m. Например, на 
рис. 10.1б есть три ребра, инцидентные вершине 2: ребра (1, 2), (2, 3), (2, 
4).  

Если в графе G имеется ребро (n, m), говорят, что вершина n смеж-
на с вершиной m. Для неориентированных графов отношение смежно-
сти является симметричным, но для ориентированных графов это 
не обязательно. Если вершина n смежна с вершиной m в ориентирован-
ном графе, то пишут m → n. На обоих рисунках (рис. 10.1) вершина 2 яв-
ляется смежной с вершиной 1, но лишь во втором из них на (рис. 10.1б) 
вершина 1 смежна с вершиной 2 (в первом случае ребро (2, 1) отсутст-
вует в графе). 

Степенью вершины в неориентированном графе называется число 
инцидентных ей ребер. Например, для графа на рис. 10.1б степень вер-
шины 2 равна 3. Для ориентированного графа различают исходящую 
степень, определяемую как число выходящих из нее ребер, и входящую 
степень, определяемую как число входящих в нее ребер. Сумма исхо-
дящей и входящей степеней называется степенью вершины. Например, 
вершина 2 в графе на рис. 10.1б имеет входящую степень 2, исходящую 
степень 3 и, следовательно, степень вершины 5.  

Маршрутом в графе G называется чередующаяся последователь-
ность вершин и ребер. Эта последовательность начинается и кончается 
вершиной. Каждое ребро маршрута инцидентно двум вершинам, одна из 
которых непосредственно предшествует ему, а другая непосредственно 
следует за ним. Маршрут замкнут, если одна и та же вершина является 
его началом и концом. В противном случае маршрут называется от-
крытым. Маршрут называется цепью, если все его ребра различны, и 
путем, если все вершины (а следовательно, и ребра) различны. Цепь, в 
отличие от пути, может включать циклические структуры.  

Замкнутый маршрут называется циклом, если в нем все вершины, 
кроме начальной, различны, т. е. начальная вершина является конечной 
и совпадает сама с собой (рис. 10.2). Длина маршрута равна числу ре-
бер в нем. Маршрут можно задать либо в виде списка вершин 1—2—5—
2—3, либо в виде списка ребер 1, 5, 5, 4.  

Маршрут замкнутый: 1—2—4—5—2—1 (1, 6, 8, 5, 1). 
Цепь:  1—2—5—4—2—3. 
Путь:  1—2—4—5—3. 
Цикл:  1—2—4—1. 
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Рисунок 10.2 — Замкнутый маршрут  
 

Циклом в ориентированном графе называется путь, в котором на-
чальная вершина совпадает с конечной и который содержит хотя бы од-
но ребро. Цикл называется простым, если в нем нет одинаковых вер-
шин (кроме первой и последней), т. е. если все вершины различны. Реб-
ро-петля является циклом длины 1. На рис. 10.1а ни один из путей цик-
лов не образует. Ориентированный граф, не содержащий ребер-
петель, называется простым. 

В неориентированном графе путь называется простым циклом, ес-
ли в нем при числе вершин ≥ 3 все вершины различны. Например, на-
рис. 10.1б имеется простой цикл (1, 2, 3, 1).  

Граф, в котором нет циклов, называется ациклическим.  
Граф называется связным, если между любой парой его вершин 

существует путь. В противном случае граф называется несвязным. Не-
ориентированный граф называется связным, если для любой пары вер-
шин существует путь из одной в другую. Ориентированный граф назы-
вается сильно связным, если из любой его вершины достижима (по ори-
ентированным путям) любая другая.  

Полным называется граф, в котором между любой парой вершин 
существует ребро. Полный граф будет связным.  

Иерархическая структура в графе называется деревом. Дерево — 
это связный ациклический граф. Множество деревьев называется лесом.  

Характерные особенности деревьев:  
1) Число дуг в дереве на единицу меньше числа узлов. 
2) В ориентированном связывающем дереве в каждый узел входит 

одна дуга, за исключением корневого узла. 
3) Из каждого узла может выходить любое количество дуг. 
4) Любые две вершины в дереве связаны единственным путем. 
 
Как Эйлер решил задачу Кенигсбергских мостов? Он ввел понятие 

степени вершины. Число ребер, выходящих из вершины i, называют 
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положительной степенью вершины δ ,)(
+
i  а число входящих ребер — от-

рицательной степенью вершины δ .)(
−
i  

Таким образом, степень вершины i равна 
  

δi = δ+
)(i  + δ .)(

−
i  

 

Для ориентированного графа сумма положительных вершин равна 
сумме отрицательных степеней: 
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а для неориентированного графа: 
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где m — количество вершин. 
Эйлер доказал, что поскольку все вершины имеют нечетную сте-

пень, то задача Кенигсбергских мостов (граф) неразрешима: 
 

δ(1) = 3 
 

δ(2) = 5 
 

Например, нельзя нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги, 
квадрат с двумя диагоналями, а если «открыть конвертик» (добавить 
ребра), то задача решается. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Контрольные вопросы 
1. Что такое граф? 
2. Каково определение ориентированного графа? 
3. Каково определение неориентированного графа? 
4. Что представляет для ориентированного графа исходящую степень? 
5. Что представляет для ориентированного графа входящую степень? 
6. Что такое маршрут в графе? 
7. Что такое путь в графе?
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ГЛАВА 11.  
СТАНДАРТНАЯ ЗАДАЧА 

О ПОТОКЕ МИНИМАЛЬНОЙ СТОИМОСТИ 
 
Центральное место в классификации задач потокового программи-

рования занимает стандартная задача о потоке минимальной стоимо-
сти. Задача оптимизации некоторого функционала при наличии ограни-
чений называется задачей математического программирования. По-
скольку во всех задачах рассматриваются сети, по которым протекают 
потоки, то уместно пользоваться термином «потоковое программирова-
ние» наряду с понятием «задача о потоке в сети». Рассмотрим ряд за-
дач потокового программирования, являющихся частными случаями 
стандартной линейной задачи о потоке минимальной стоимости. 

 
Стандартная задача о потоке минимальной стоимости (СЗПМС) в се-

ти является одной из основных потоковых задач и формулируется сле-
дующим образом. Задана ориентированная сеть D = [N, M], где N — мно-
жество вершин, M — множество дуг, по которым могут протекать потоки fij 
продукта одного вида. В прямой задаче линейного программирования 
(ЗЛП) для решения СЗПМС требуется найти минимум целевой функции  
 

min
)(

→∑
∈Mji,

ijij hf=Н  

 

1) при ограничениях условия сохранения потока по дугам сети: 
 

,b=ff i
Мi,

i
Мji,

ij ∑∑
∈∈

−
)()( l
l   i ∈ N,  ;1, n=i  

 

2) при ограничениях пропускной способности дуг: 
 

fij ≤ cij,   (i, j) ∈ M; 
 

3) при условии неотрицательности дуговых потоков:  
 

fij ≥ 0,  (i, j) ∈ M, 
 

где n — число узлов сети; i — номер начального узла дуги ij; j — номер 
конечного узла дуги ij; ℓ — номер узла, предшествующего узлу i; hij — 
стоимость передачи единицы потока по дуге ij; fℓi — поток, входящий в 
узел i по дуге ℓi; bi — фиксированный внешний поток в узле i. 

 
Частными случаями СЗПМС, которые приходится решать в процес-

се управления потоковыми процессами дорожно-транспортного ком-
плекса, являются транспортная задача, задача нахождения кратчайших 
путей и задача нахождения максимального потока в сети. Обобщениями 
СЗПМС являются задача о потоке минимальной стоимости в сети с вы-
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игрышами и задача о потоке минимальной стоимости с выпуклой и во-
гнутой функциями стоимости.  

Важно отметить, что в задаче о кратчайшем пути основным пара-
метром является стоимость передачи единицы потока по дуге, в задаче 
о максимальном потоке — пропускная способность.  

Существует двойственная задача линейного программирования для 
решения СЗПМС, которая формулируется следующим образом: найти 
минимум целевой функции  

 

k

m

=k
k

n

=i
ii c+b=Р ∑∑

−

1

1

1
δπ  

 

при ограничениях πi – πj + δk ≥ –hk, k = 1, m; πi — не ограничены, i = 1, 
;1−n  δk ≥ 0, где n — число узлов; m — число дуг; πi — потенциал узла i; 

πj — потенциал узла j; ck — пропускная способность дуги k; δk —
переменная-индикатор, показывающая на принадлежность дуги к мини-
мальному разрезу при максимальном потоке в сети.  

Математические модели позво-
ляют применять для поиска опти-
мального решения средства MS Ex-
cel, что вполне доступно любому 
пользователю.  

Рассмотрим пример исходной 
сети для решения СЗПМС 
(рис. 11.1).  

Прямая задача СЗПМС форму-
лируется в виде целевой функции: 

 

Н = ∑fkhk → min; 
 

H = 2f1 + 20f2 + 1f3 + 12f4 + 2f5  → min.
 

[bi]
 (ck, hk)

 
 
 
  
  
  
  
 
 
  

 
Рисунок 11.1 — Исходная сеть  

для СЗПМС 

Ограничения записываются следующим образом: 
 

Дуги Узлы 1 2 3 4 5 bi 

1 узел +f1 +f2    = 2 
2 узел –f1  +f3 +f4  = 0 
3 узел  –f2 –f3  +f5 = 0 
4 узел    –f4 -f5 = –2 
∑ 0 0 0 0 0  0 
 
Полученные значения «0» учитывают условие сохранения потока. 
Для исходной сети ограниченная пропускная способность и неотри-

цательность потока записываются следующим образом: 
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0 ≤ f1 ≤ 3; 
 

0 ≤ f2 ≤ 4; 
 

0 ≤ f3 ≤ 1,5; 
 

0 ≤ f4 ≤ 1; 
 

0 ≤ f5 ≤ 1. 
 

Двойственная задача СЗПМС формулируется в виде целевой функции:  
 

Р = π4b4 + ∑
=

5

1k
δkck = –2π4 + 3δ1 + 4δ2 + 1,5δ3 + 1δ4 + 1δ5 → min. 

 

Далее записываются ограничения по дугам: 
 

1 дуга:  π1 – π2 + δ1 ≥ –h1; 
2 дуга:  π1 – π3 + δ2 ≥ –h2; 
3 дуга:  π2 – π3 + δ3 ≥ –h3; 
4 дуга:  π2 – π4 + δ4 ≥ –h4; 
5 дуга:  π3 – π4 + δ5 ≥ –h5. 
 

Конкретизируем, введя известные значения потенциала истока 
π1 = 0 и значения стоимости передачи единицы потока по дугам: 

 

1 дуга:   0  – π2 + δ1 ≥ –2; 
2 дуга:   0 – π3 + δ2 ≥ –20; 
3 дуга:  π2 – π3 + δ3 ≥ –1; 
4 дуга:  π2 – π4 + δ4 ≥ –12; 
5 дуга:  π3 – π4 + δ5 ≥ –2. 
 

δk ≥ 0; πi — не ограничены.  
Решение возможно симплексным методом, однако оно трудоемкое и 

для прикладного использования не применяется.  
Рассмотрим решение, обработав математическую модель в 

MS Excel. 
Алгоритм ввода данных сети в электронную таблицу: 
1. Номера дуг сети читаем как вертикальные порядковые (слева). 
2. Начальные узлы заводятся последовательно в столбец «А». На-

чальным считается узел данной дуги, из которого выходит дуга. 
3. Конечные узлы заводятся последовательно в столбец «B». Ко-

нечным считается узел данной дуги, в который входит дуга. 
4. Параметры пропускной способности дуг (ck) заносятся в столбец «С». 
5. Стоимость передачи единицы потока по дугам (hk) заносятся в 

столбец «D». 
6. Для решения (определения потоков по дугам) резервируются 

ячейки в столбце «F» (в данной сети с 1-й по 5-ю). Зарезервированным 
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ячейкам дается заливка (например, голубого цвета). Устанавливается 
формат ячеек: числовые; один знак после запятой (для данной сети, т. к. 
имеется значение 1,5). 

7. Целевая ячейка устанавливается в столбце «F» сразу же после 
зарезервированных ячеек (в данной сети целевой ячейкой будет F6 — в 
данной ячейке задается формула целевой функции: СУММПРОИЗВ 
(F1:F5;D1;D5)). 

8. В столбце «I» заводятся номера узлов (в данной сети с 1 по 4). 
9. В столбце «J» записывается сумма потоков: в данной сети из 

1-го узла выходят дуга 1 и дуга 2, поэтому заводится запись =+F1+F2; во 
второй узел входит дуга 1 и выходят дуги 3 и 4, поэтому заводится за-
пись =–F1+F3+F4; по 3-му узлу записывается =–F2–F3+F5; по 4-му узлу 
записывается =–F4–F5. 

10. В столбце «K» заносятся значения фиксированного внешнего по-
тока (bi): по 1-му узлу «2», по 2-му и 3-му «0», по 4-му узлу «–2». 

11. Из меню «Сервис» выбираем «Поиск решения». В открывшемся 
окне выполнить следующие действия:  

– в строке «Установить целевую ячейку» ввести F6;  
– в строке «Равной» поставить маркер «минимальному значению»; 
– в строке «Изменяя ячейки» ввести F1:F5; 
– в строке «Ограничения» ввести следующее:  

- F1:F5≥0, т. е. неотрицательность потока; 
- F1:F5≤С1:С5, т. е. ограниченность;  
- J1:J4=K1:K4, т. е. сохраняемость; 

– далее необходимо курсором отметить команду «Выполнить».  
12. В столбце «F» дается готовое решение, по каким дугам опти-

мальна передача потока и количество передаваемых единиц потока. 
В данной сети по дуге 1—4 передается 1 ед. потока; по дугам 1—3—4 
передается 1 ед. потока. 

13.  В целевой ячейке (F6) в результате решения указано значение 
стоимости передачи оптимального потока: в данной сети минимальная 
стоимость передачи 2 ед. потока составит 19 стоимостных единиц. 
Стоимостные единицы могут быть как денежными, так и временными. 
В этом проявляются возможности решения двух необходимых для опти-
мизации параметров. 

 
Проиллюстрированный алгоритм решения СЗПМС может служить 

прообразом для решения оптимизационных потоковых задач в даль-
нейшем с некоторыми вариациями. 

 
Интерфейс решения стандартной задачи о потоке минимальной 

стоимости описан в методическом пособии «Решение потоковых задач в 
MS Excel» [2, с. 24—27]. 
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Контрольные вопросы  
1. Как формулируется прямая задача СЗПМС? 
2. Как формулируется двойственная задача СЗПМС? 
3. Каково назначение целевой ячейки в решении СЗПМС в MS Excel? 
4. Какая функция отражается в целевой ячейке решения СЗПМС в MS Excel? 
5. Какие ограничения необходимо ввести для дуговых потоков в СЗПМС? 
6. Какие правила установки знаков потоков? 
7. Приведите примеры применения СЗПМС в отраслях промышленности.
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ГЛАВА 12.  
ЗАДАЧА О КРАТЧАЙШЕМ ПУТИ 

 
Задача о кратчайшем пути (ЗКП) решается как на графе, так и в се-

ти. В задаче о кратчайшем пути выделяются два узла, один из которых 
называют источником, другой стоком. Стоимость дуги обычно трактуют 
как длину дуги (отсюда и название задачи). 

Путь представляет собой последовательность дуг, связывающих 
узел-источник с узлом-стоком. Кратчайший путь (КП) имеет минималь-
ную длину, или другими словами, для оптимального пути достигает ми-
нимального значения суммарная стоимость всех дуг, образующих дан-
ный путь. 

В задаче о кратчайшем пути основным параметром является стои-
мость передачи единицы потока по дугам сети. 

Пусть сеть D = [N, M] — ориентированный граф, заданный на мно-
жестве узлов N, из которых s — исток, t — сток, и множестве дуг M.  

В реальной жизни возникают ситуации, когда:  
– все дуги имеют неотрицательную длину (работа по карте, при этом 

время прохождения дуги является критерием оптимальности задачи); 
– некоторые дуги имеют отрицательную длину (где стоимость отри-

цательная, то по этой дуге получен доход), однако в сети нет циклов с 
отрицательной суммарной длиной;  

– в сети есть один или несколько циклов с отрицательной суммар-
ной длиной (в последнем случае задачу о кратчайшем пути решить 
нельзя, но алгоритмы позволяют обнаружить циклы с отрицательной 
суммарной длиной). 

Задача решается: 
1) либо нахождением кратчайшего пути из источника в сток (s → t); 
2) либо нахождением кратчайшего пути из источника во все ос-

тальные узлы сети (s → n – 1). 
Прямая задача линейного программирования по ЗКП записывается 

обычным образом. Требуется найти минимум целевой функции:  
 

.min
)(

→∑
∈Mji,

ijij hf=Н  

 

Рассмотрим ограничения по первому случаю, когда решается зада-
ча нахождения кратчайшего пути из источника в сток: 
 

,=ff
iTMk
k

iOMk
k ∑∑

∈∈
− 0  

 

т. е. поток, выходящий из узла, минус поток, входящий в узел, равен нулю: 
 

i ≠ s, t. 
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Для истока ограничение будет выглядеть так: 
 

.1∑∑
∈∈

−
sTsО Mk
k

Mk
k =ff  

 

Для стока ограничение будет выглядеть так: 
 

,1∑∑
∈∈

−
tTtO Mk
k

Mk
k =ff    fk ≥ 0. 

 

Рассмотрим ограничения по второму случаю, когда решается зада-
ча нахождения кратчайшего пути из источника во все остальные узлы: 

 

,=ff
iTiO Mk
k

Mk
k ∑∑

∈∈
−− 1   i ≠ s; 

 

,1∑∑
∈∈

−−
isTsO Mk
k

Mk
k n=ff  fk ≥ 0, k � M. 

 

Двойственная задача линейного программирования по ЗКП записы-
вается обычным образом: 
 

∑ →
n

=i
i=Р

1
maxπ  

 

при ограничениях πj – πi ≤ hk; 
  

 
 πj = πi + hk; 

  
 
πs = 0, πi — неограничены, i ≠ s. 

 
Решение задачи о КП с помощью графов 

Постановка задачи определения кратчайшего пути.  
Пусть сеть D = [N, M] — ориентированный граф, заданный на мно-

жестве узлов N, из которых s — исток, t — сток, и множестве дуг М. Тре-
буется найти путь из s в t, имеющий наименьшую стоимость. 

Для решения двойственной задачи о КП используется алгоритм 
Дийкстры (рассматривается в следующей главе).  

Кратчайший путь между двумя вершинами на графе определяется 
наименьшим количеством ребер, связывающих эти две вершины. 

Кратчайший путь на графе определяется по следующему алгоритму: 
1. Вершина-источник s получает метку Ms = 0. 
2. Все вершины, связанные с источником одним ребром, получают 

метку Mi = 1. 

i j 
hk 

k 
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3. Проверяется, не достигнут ли узел-сток t (получает ли вершина-
сток метку Mt). Если сток не достигнут — Mi = Mi + 1, то повторяется 
шаг 2. Если сток достигнут — переход к шагу 4. 

4. По имеющимся меткам восстанавливается последовательность 
вершин, образующих кратчайший путь из источника в сток.  

 
Предпримем попытку решения задачи о КП, перебирая все возмож-

ные варианты по исходной сети (рис. 12.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 12.1 — Пример задачи о кратчайшем пути: 
bi — внешний поток; (ck, hk) — поток, стоимость 

 
Узлы 2, 3, 4 не являются источником или стоком, поэтому для них 

внешний поток всегда равен 0. 
Вариантов решений несколько:  
– нахождение кратчайшего пути из источника в сток: s' → t; 
– нахождение кратчайшего пути из источника во все остальные узлы 

сети: s' → (n – 1). 
Проанализируем все возможные пути из источника в сток: 
(1, 2), (2, 5)    стоимость этого пути: 4 + 5 = 9.  
(1, 3), (3, 5)    стоимость этого пути: 2 + 6 = 8.  
(1, 3), (3, 2), (2, 5)  стоимость этого пути: 2 + 3 + 5 = 10. 
(1, 3), (3, 4), (4, 5)  стоимость этого пути: 2 + 1 + 4 = 7. 
(1, 4), (4, 5)    стоимость этого пути: 5 + 4 = 9.  
 

Из анализа сети следует, что минимальная стоимость равна 7: 
(1, 2), (2, 5)    стоимость этого пути: 4 + 5 = 9 > 7. 
(1, 3), (3, 5)    стоимость этого пути: 2 + 6 = 8 > 7. 
(1, 3), (3, 2), (2, 5)  стоимость этого пути: 2 + 3 + 5 = 10 > 7. 
(1, 3), (3, 4), (4, 5)  стоимость этого пути: 2 + 1 + 4 = 7. 
(1, 4), (4, 5)    стоимость этого пути: 5 + 4 = 9 > 7. 
Таким образом, кратчайший путь состоит из дуг (1, 3), (3, 4), (4, 5), 

т. к. стоимость этого пути 2 + 1 + 4 = 7. Однако только в простейшей сети 
с малым количеством узлов и дуг возможно такое примитивное реше-

1 

2

5

4

[–1] [1] 3

(0, 4) (0, 5) 

(1, 2) (0, 6) 

(0, 5) (1, 4) 

[bi,]
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(1, 1) 

(0, 3) 
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ние. Рациональным оптимизационным инструментарием является ре-
шение потоковых задач линейного программирования. 

Проведем интерпретацию прямой и двойственной задачи линейного 
программирования для решения ЗКП (рис. 12.2). Исходная сеть состоит 
из пяти узлов, т. е. n = 5. При решении прямой задачи по ЗКП требуется 
минимизировать общее расстояние, пройденное потоком величины       
(n – 1) единиц до всех узлов сети, причем в каждом из узлов требуется 
1 ед. потока. 

 
 (hk) 

  
  
  
  
  
 
  
 
  

 
 

Рисунок 12.2 — Решение ЗКП 
 
Записывается прямая задача линейного программирования для ЗКП 

следующим образом в виде уравнения 
 

H = 2f1 + 2f2 + 3f3 + 5f4 + 4f5 + 3f6 + 1f7 + 0f8 → min 
 

при ограничениях (ранг матрицы 5): 
 

Дуги Узлы 1 2 3 4 5 6 7 8 bi 

1 узел +f1 +f2 +f3      = 4 
2 узел –f1   +f4 –f5    = –1 
3 узел  –f2   +f5 +f6 –f7  = –1 
4 узел   –f3    +f7 +f8 = –1 
5 узел    –f4  –f6  –f8 = –1 

 
при fk ≥ 0. 

Записывается двойственная задача линейного программирования 
для ЗКП следующим образом  
 

Р = π1 + π2 + π3 + π4 + π5 → max 
 

при ограничениях: 
 

по 1-й дуге   π2 – π1 ≤ 2 или π2 ≤ 2, т. к. π1 = 0; 
по 2-й дуге  π3 – π1 ≤ 2 или π3 ≤ 2;  
по 3-й дуге   π4 – π1 ≤ 3 или π4 ≤ 3;  
по 4-й дуге   π5 – π2 ≤ 5;  

2
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по 5-й дуге   π2 – π3 ≤ 4;  
по 6-й дуге   π5 – π3 ≤ 3;  
по 7-й дуге   π3 – π4 ≤ 1;  
по 8-й дуге   π5 – π4 ≤ 0.  
 

Значения потенциалов π2, π3, π4, π5 не ограничены. 
Правильное решение (рис.12.3) прямой и двойственной задачи про-

веряется одинаковыми значениями Н и Р (Н = Р). 
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Рисунок 12.3 — Результат решения ЗКП 
 
Интерфейс решения задачи о кратчайшем пути описан в методиче-

ском пособии «Решение потоковых задач в MS Excel» [2, с. 13—19]. 
 

Контрольные вопросы 
1. Приведите примеры использования задачи о КП в реальной жизни. 
2. Какой параметр трактуется в задаче о КП в качестве кратчайшего пути? 
3. Что является основным параметром в задаче о кратчайшем пути?  
4. Применима ли в решении задачи о КП прямая задача линейного программи-

рования? 
5. Применима ли в решении задачи о КП двойственная задача линейного про-

граммирования?  
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ГЛАВА 13.  
ОПТИМИЗАЦИОННЫЙ АЛГОРИТМ ДИЙКСТРЫ 

 
В потоковых задачах, когда стоимость всех дуг положительна 

(hk ≥ 0), нахождение кратчайших путей в сети проводится с использова-
нием двойственной задачи линейного программирования и оптимизаци-
онного алгоритма Дийкстры.  

Решение двойственной задачи по алгоритму Дийкстры (рис. 13.1) про-
водится последовательно по циклам, называемым итерациями, до тех пор, 
пока все узлы сети будут включены в список начальных узлов (СНУ). Это 
будет условием окончания алгоритма. Число итераций не превышает ко-
личества узлов, уменьшенное на 1, т. е. ≤ n – 1. R обозначает неизвестное 
значение потенциалов узлов, пока не рассчитанных. Так как значение по-
тенциала пока неизвестно, то оно стремится к бесконечности. 

 
 
 
  
 
 
 
 
  
  
 
 
 
 
 

 
Рисунок 13.1 — Алгоритм Дийкстры 

 
Проведем решение алгоритма Дийкстры для сети (рис. 13.2). 
1. Потенциал истока всегда равен нулю πi = 0, на рисунке около узла 

1 указываем в квадратных скобках потенциал [0]. Около всех остальных 
узлов указываем неизвестное значение потенциала [R]. Формируем спи-
сок начальных узлов в виде таблицы СНУ. Так как в исходной сети 5 уз-
лов, то число итераций должно быть не более 4 (≤ n – 1 ≤ 5 – 1 ≤ 4). За-
полнение второй строки в таблице, а именно выбор нового начального 
узла производится последовательно в процессе решения алгоритма 
Дийкстры: 

 
Порядковый номер итерации 1 2 3 4 
Начальные узлы 1 2 3 4 
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πs = 0, s � СНУ 

πi = R → ∞, i ≠ s  

πj = πi + hij  
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2.1. Первая итерация включает пересчет потенциалов узлов, со-
седних с узлом-истоком 1: 

 

π2 = π1 + h1 = 0 + 2 = 2 < R, 
 

поэтому на сети следует поменять потенциал узла 2 со значения [R] на [2]; 
 

π3 = π1 + h2 = 0 + 2 = 2 < R, 
 

поэтому на сети следует поменять потенциал узла 3 со значения [R] на [2]; 
 

π4 = π1 + h3 = 0 + 3 = 3 < R, 
 

поэтому на сети следует поменять потенциал узла 4 со значения [R] на [3]. 
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 Рисунок 13.2 — Исходная сеть для решения алгоритма Дийкстры  
  
 
3.1. Так как не все узлы включены в СНУ, то выбираем следующий 

начальный узел для второй итерации. Для этого необходимо выписать 
все рассчитанные в первой итерации потенциалы узлов и сравнить их 
значения: 

π2 = 2;  π3 = 2;  π4 = 3. 
 

π2 = π3 < π4. 
 

Выбираем узел с наименьшим потенциалом, а если таких узлов не-
сколько, то из них начальным узлом становится узел с наименьшим по-
рядковым номером. В нашем примере это узел 2. 

 

2.2. Вторая итерация включает пересчет потенциала узла 5, т. к. из 
узла 2 выходит только одна дуга, входящая в узел 5: 

 

π5 = π2 + h4 = 2 + 5 = 7 < R, 
 

поэтому на сети следует поменять потенциал узла 5 со значения [R] на [7]. 
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3.2. Не все узлы включены в СНУ, выбираем начальный узел для 
третьей итерации.  

Выписываем все рассчитанные в первой итерации потенциалы уз-
лов, не вошедших в СНУ. Из рассчитанных потенциалов узлов не вошли 
в СНУ узлы 3, 4, 5. Узел 5 является стоком и в СНУ не входит, т. к. коли-
чество начальных узлов n – 1 = 5 – 1 = 4:  

 

π3 = 2;   π4 = 3; 
  

т. к. π3 < π4, то выбираем в качестве начального узла 3 и заносим его в 
СНУ. 

 

2.3. Третья итерация. Из узла 3 выходят две дуги, которые входят 
в узел 2 и 5. Но из них узел 2 уже вошел в СНУ, поэтому потенциал узла 
2 не пересчитывается, а пересчитывается потенциал узла 5: 

 

π5 = π3 + h6 = 2 + 3 = 5 < 7, 
 

поэтому меняем потенциал узла 5 со значения [7] на [5]. 
 

3.3. Выбираем начальный узел для четвертой итерации. Поскольку 
остался не включенным в СНУ только один узел 4, то он включается на-
чальным узлом для четвертой итерации. 

 

2.4. Четвертая итерация. Из узла 4 выходят две дуги 7 и 8, но дуга 
7 входит в узел 3, который уже вошел в СНУ, то для него потенциал не 
пересчитывается. Дуга 8 входит в узел 5, его потенциал пересчитываем: 

 

π5 = π4 + h8 = 3 + 0 = 3 < 5. 
 

Меняем потенциал узла 5 с [5] на [3]. 
 

3.4. Все узлы вошли в СНУ, решение алгоритма Дийкстры окончено. 
Получили конечные значения потенциалов всех узлов сети (рис. 13.3). 
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Рисунок 13.3 — Исходная сеть с пересчитанными потенциалами узлов  
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Построим дерево кратчайших путей (ДКП), оно наглядно продемон-
стрирует решение задачи нахождения кратчайшего пути, причем не толь-
ко от источника в сток, но и от источника во все узлы сети (рис. 13.4). Та-
ким образом, появится оптимальный маршрут транспортировки. 
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Рисунок 13.4 — Дерево кратчайших путей  
 
Построение ДКП производится по определенным правилам: 
1. Вырисовываем все узлы сети и около каждого узла записываем 

конечные потенциалы. 
2. В ДКП включаем дуги, начиная от стока. При этом дуга сущест-

вует, если она обеспечивает совпадение окончательного значения по-
тенциала предыдущего узла с учетом стоимости передачи единицы по-
тока по дуге:  

 

πi = πj – hij. 
 

3. Все узлы в ДКП должны быть связаны с истоком. 
4. В ДКП в один узел не могут входить две дуги. При совпадении 

численных значений по п. 2 необходимо оставить дугу с минимальным 
количеством узлов в анализируемой ветке ДКП. 

5. В ДКП количество дуг в ДКП на единицу меньше количества уз-
лов сети, т. е. (n – 1). 

6. Поток по дуге, включенной в ДКП, количественно равен числу уз-
лов, начиная с этой дуги до конечного узла в ветке ДКП, минус 1. 

7. Поток по дугам, не вошедшим в ДКП, равен нулю. 
8. Кратчайший путь от источника сток изображается сдвоенной 

стрелкой, а кратчайший путь от источника во все остальные узлы — 
одинарной стрелкой. 

В ДКП включаем дуги, начиная от стока (узла 5). Количество дуг в 
ДКП 5 – 1 = 4. 

Проверяем последовательно все дуги.  
По дуге 4 значение потенциала стока [3] не обеспечивается, т. к. 

[3] – 5 ≠ [2], т. е. дуга 4 в ДКП не включается. 
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По дуге 5 значение потенциала стока также не обеспечивается, т. к. 
[3] – 3 ≠ [2], т. е. дуга 5 в ДКП не включается. 

По дуге 8 значение потенциала стока обеспечивается, т. к.           
[3] – 0 = [3], т. е. дуга 8 включается в ДКП. 

По дуге 3 значение потенциала узла 4 обеспечивается, т. к.            
[3] – 3 = [0], т. е. дуга 3 включается в ДКП. 

По дуге 2 значение потенциала узла 3 обеспечивается, т. к.             
[2] – 2 = [0], т. е. дуга 2 включается в ДКП. 

По дуге 1 значение потенциала узла 2 обеспечивается, т. к.          
[2] – 2 = [0], т. е. дуга 1 включается в ДКП. 

Правила ДКП соблюдены, количество дуг — 4, ни в один узел не 
входят две дуги. Источник и сток соединены дугами 3 и 8, это и есть 
кратчайший путь. 

В узел 2 — кратчайший путь дуга 1, а в узел 3 — дуга 2. 
Проверим соблюдение ограничений по двойственной задаче линей-

ного программирования: 
 

дуга 1:  π2 ≤ 2 (h1); 
дуга 2:  π3 ≤ 2 (h2); 
дуга 3: π4 ≤ 3 (h3); 
дуга 4:  π5 – π2 = 3 – 2 = 1 ≤ 5 (h4); 
дуга 5:  π2 – π3 = 2 – 2 = 0 ≤ 4 (h5); 
дуга 6:  π5 – π3 = 3 – 2 = 1 ≤ 3 (h6); 
дуга 7:  π3 – π4 = 2 – 3 = –1 ≤ 1 (h7); 
дуга 8: π5 – π4 = 3 – 3 = 0 ≤ 0 (h8). 
 

Целевая функция двойственной задачи: Р = 2 + 2 + 3 + 3 = 10. 
ДКП является базисным решением прямой задачи линейного про-

граммирования. 
Для расчета целевой функции прямой задачи выпишем числовые 

значения потоков по всем дугам сети: 
 

f1 = 1 
f2 = 1 
f3 = 2 
f4 = 0 
f5 = 0 
f6 = 0 
f7 = 0 
f8 = 1 
 

Целевая функция прямой задачи:  
 

Н = 2f1 + 2f2 + 3f3 + 5f4 + 4f5 + 3f6 + 1f7 + 0f8 = 
= 2 · 1 + 2 · 1 + 3 · 2 + 5 · 0 + 4 · 0 + 3 · 0 + 1 · 0 + 0 · 1 = 2 + 2 + 6 = 10. 
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Проведем проверку правильности решения задачи линейного про-
граммирования. Критерием правильности является совпадение число-
вых значений целевых функций: Р = 10; Н = 10, т. е. Р = Н. 

Задачи линейного программирования, как прямая, так и двойствен-
ная, решены верно, ДКП построено. 

 
Рассмотренный оптимизационный инструментарий применяется в 

производственной и транспортной логистике, оптовой торговле. На ос-
нове алгоритма Дийкстры можно разрабатывать технологические ими-
тационные модели. 

 
Контрольные вопросы  

1. Для решения какой задачи линейного программирования используется опти-
мизационный алгоритм Дийкстры? 

2. Что подразумевается под начальными узлами? 
3. Сколько начальных узлов может быть при решении алгоритм Дийкстры? 
4. Что такое «итерация»? 
5. Что представляет собой дерево кратчайших путей? 
6. Каковы правила построения ДКП? 
7. Какая проверка подтверждает правильность решения алгоритм Дийкстры? 
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ГЛАВА 14.  
ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА. ЗАДАЧА О НАЗНАЧЕНИЯХ. 

ЗАДАЧА О МАКСИМАЛЬНОМ ПОТОКЕ.  
СЕТИ С ВЫИГРЫШАМИ 

 
Транспортная задача является одной из важнейших частных задач 

линейного программирования. Специфические методы ее решения проще 
общей задачи. Название свое задача получила потому, что впервые была 
сформулирована и поставлена для решения вопроса о наиболее рацио-
нальном планировании перевозок на транспорте. Название это условно, 
т. к. с ее помощью можно решать разнообразные задачи из различных от-
раслей производства и не обязательно связанных с перемещением.  

Методы решения транспортной задачи широко применяют на автомо-
бильном, железнодорожном и других видах транспорта для планирования 
перевозок различных грузов. Это объясняется их простотой и экономиче-
ским эффектом, который они дают. Планы перевозок, разработанные на 
основе алгоритма транспортной задачи, как правило, на 12—18 % эконо-
мичнее планов, составленных без применения математических методов. 

Классическая транспортная задача линейного программирования — 
это задача о наиболее экономичном плане перевозок однородных или 
взаимозаменяемых грузов из пунктов производства в пункты потребле-
ния или, что то же самое, это задача об оптимальном прикреплении по-
требителей к поставщикам. 

Кратко транспортная задача линейного программирования записы-
вается в следующем виде.  

Имеется m поставщиков определенного вида продукции. Макси-
мальные объемы возможных поставок заданы и равны соответственно 
ai, i = 1, 2, …, m. Эта продукция используется n потребителями. Объемы 
потребностей заданы и равны соответственно bj, j = 1, 2, …, n. Стои-
мость перевозки единицы продукции от i-го поставщика к j-му потреби-
телю известна для всех i = 1, 2, …, m и всех j = 1, 2, …, n и равна hij. Тре-
буется установить такие объемы перевозок хi от каждого поставщика к 
каждому потребителю, чтобы суммарные затраты на перевозки были 
минимальными и потребности всех потребителей были бы удовлетво-
рены (если только общий объем возможных поставок покрывает общий 
объем потребностей). 

Математически модель этой задачи такова. 

Найти минимум функции min
1 1

→∑ ∑ ij

m

=i

n

=j
ij xh=H  при заданных условиях: 

 

i

m

=i
ij a=x∑

1
 при i = 1, 2, …, m;  j

n

=j
ij b=x∑

1
 при j = 1, 2, …, n. 
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Объемы доставки не могут быть отрицательными, но могут равнять-
ся нулю: 

xij ≥ 0;   .
11

∑∑
n

=j
i

m

=i
i b=a  

 

Функция ij

m

=i

n

=j
ij xh=H ∑∑

1 1
 называется целевой функцией или функцио-

налом. Решение задачи сводится к нахождению всех значений x, при ко-
торых целевая функция будет минимальной.  

 
Часто возникающая на практике транспортная задача представляет 

собой специальный случай задачи о потоке минимальной стоимости.  
В транспортной задаче используется сеть специального вида: все 

узлы можно разделить на два таких множества N1 и N2, что все дуги, вы-
ходящие из узлов множества N1, входят в N2. Задача характеризуется 
еще тремя отличительными особенностями: 

1. Каждая дуга сети имеет бесконечную пропускную способность, 
что позволяет исключить соответствующий параметр из списка пара-
метров дуг. 

2. Во всех узлах заданы ненулевые фиксированные внешние потоки. 
3. Сумма внешних потоков по всем узлам равна нулю. 
На рис. 14.1 приведен пример сетевой модели для транспортной за-

дачи и указаны соответствующие оптимальные значения потоков их стои-
мости. Необходимо доставить из узлов 1, 2, 3 в узлы 4, 5, 6 фиксирован-
ный внешний поток по 3 ед. с учетом оптимизации стоимости. Причем в 
узлах 1, 2, 3 значения фиксированного внешнего потока различны. 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 14.1 — Пример сетевой модели для транспортной задачи  

 
Интерфейс решения транспортной задачи описан в учебном посо-

бии «Сухопутный транспорт леса. Лесотранспортная логистика» [7, 
с. 52—54]. 
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Задача о назначениях 
Задача о назначениях является важным частным случаем транс-

портной задачи, в которой |N1| = |N2|, а все поставки и требования 
(внешние потоки) равны единице. Задана стоимость, связанная с «объ-
единением в пару» некоторого объекта i из N1 (i ∈ N1) с некоторым объ-
ектом j из N2 (j ∈ N2). 

Задача состоит в том, чтобы установить такое взаимное однознач-
ное соответствие элементов из N1 и N2, при котором суммарная стои-
мость «пар» была бы минимальной. Эта задача иллюстрируется сетью 
на рис. 14.2 Указанные на рис. 14.2 потоки оптимальны, и, следователь-
но, оптимальное решение состоит в образовании пар узлов: (1 и 5), (2 и 
4), (3 и 6). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рисунок 14.2 — Пример задачи о назначениях 
 

Задача о максимальном потоке 
В задаче о максимальном потоке единственным параметром явля-

ется пропускная способность дуги. Задача состоит в том, чтобы найти 
максимальный поток, протекающий по дугам сети из заданного узла-
источника в заданный узел-сток.  

Пример задачи о максимальном потоке представлен на рис. 14.3, 
где узел 1 является источником, а узел 6 — стоком. На рис. 14.3 изобра-
жен один из возможных оптимальных вариантов распределения потоков 
по дугам сети. 

Известная задача о минимальном разрезе эквивалентна задаче о 
максимальном потоке, в определенном смысле слова они всегда реша-
ются совместно. Разрезом называется набор дуг, удаление которых из 
сети приводит к тому, что источник и сток оказываются не связанными, 
т. е. между ними нельзя передать поток. В задаче о минимальном раз-
резе требуется построить разрез с минимальной суммарной пропускной 
способностью дуг. Для примера: на рис. 14.3 минимальный разрез со-
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стоит из дуг (2, 4), (2, 5) и (3, 5). Заметим, что суммарная пропускная 
способность этих дуг составляет 9 ед. потока, т. е. совпадает со значе-
нием максимального потока. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 14.3 — Пример задачи о максимальном потоке 
 
Интерфейс решения задачи о максимальном потоке описан в мето-

дическом пособии «Решение потоковых задач в MS Excel» [2, с. 9—10]. 
 

Сети с выигрышами 
Одно из возможных обобщений стандартной задачи о потоке мини-

мальной стоимости представляет собой задача о сети с выигрышами.  
Сети с выигрышами, или обобщенные потоковые задачи, образуют 

важный класс задач потокового программирования, для их решения раз-
работаны эффективные алгоритмы. В указанных задачах нет условия, 
согласно которому поток сохраняет свое значение при прохождении по 
дуге, напротив, он обычно умножается на некоторый параметр, назы-
ваемый коэффициентом выигрыша (αk). 

При наличии в сети дуг с параметрами выигрыша, отличными от 1, 
потоки изменяют свое значение при прохождении по дугам. В результате 
они необязательно будут целочисленным. Поток, входящий в сеть, не-
обязательно будет равен потоку, выходящему из сети, поэтому условие 
сохранения потока в источнике можно не формулировать. Однако усло-
вия сохранения потока должны выполняться во всех узлах сети.  

На дугах сети заданы пропускная способность, стоимость передачи 
единицы потока и параметр выигрыша. 

Рассмотрим для примера дугу (1, 3) (рис. 14.4), по ней передаются 
две из трех единиц фиксированного внешнего потока, поступающего в 
узел 1. Поскольку для дуги (1, 3) параметр выигрыша равен 0,5, то толь-
ко одна единица потока (0,5 × 2 = 1) поступает в узел 3. Аналогично 
1,5 ед. потока выходят из узла 2 по дуге (2, 4), но в узел 4 поступают 
3 ед., т. к. параметр выигрыша дуги (2, 4) равен 2. Очевидно, что стан-
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дартная потоковая модель является специальным случаем сети с выиг-
рышами, в которой все параметры выигрышей равны 1. 

 
  

 
  
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 14.4 — Пример задачи для сети с выигрышами 
 
Как будет видно из дальнейшего изложения, включение параметра 

выигрыша в потоковые модели значительно расширяет возможности их 
применения. Однако, как и следовало ожидать, появление дополнитель-
ных возможностей сопровождается усложнением и некоторым снижени-
ем эффективности методов решения. 

 
Интерфейс решения задачи с выигрышами на дугах сети описан в 

методическом пособии «Решение потоковых задач в MS Excel» [2, 
с. 30—31]. 

 
Контрольные вопросы  

1. Как появилось название «транспортной задачи»? 
2. Как записывается целевая функция в транспортной задаче? 
3. Перечислите параметры исходной сети для транспортной задачи. 
4. Какими отличительными особенностями характеризуется транспортная задача? 
5. Какие задачи относятся к частным случаям транспортной задачи? 
6. В чем сущность сети с выигрышами?
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ГЛАВА 15.  
РАЗРЕЗ И ПРОПУСКНАЯ СПОСОБНОСТЬ РАЗРЕЗА.  
ПОНЯТИЕ РАСШИРЕННОЙ И ПРЕДЕЛЬНОЙ СЕТИ.  

ЗАДАЧА О МАКСИМАЛЬНОМ ПОТОКЕ  
 
Пропускная способность дуги показывает, сколько единиц потока 

может быть передано по дугам сети (cij или ck).  
Разрезом сети называется множество дуг, удаление которых из се-

ти приводит к тому, что исток и сток оказываются не связанными. Разрез 
называется минимальным, если имеет наименьшую пропускную способ-
ность. Пропускной способностью разреза называется число, равное 
сумме пропускных способностей дуг этого разреза.  

Отыскание минимального разреза — одна из основных задач ана-
лиза транспортных сетей. В силу конечности графа минимальный разрез 
может быть найден перебором всех разрезов, но этот путь, конечно, не-
приемлем для достаточно больших графов.  

Для интерпретации терминов и 
параметров рассмотрим исходную 
сеть, состоящую из 4-х узлов и 5-ти 
дуг (рис. 15.1). 

Из источника в сток можно по-
пасть по дугам 1—4, при этом пере-
дать 2 ед. Альтернативный путь по 
дугам 1—3—5, при этом можно пе-
редать 1 ед. Третий возможный путь 
— из источника в сток по дугам 2—5, 
передать можно 2 ед. Из анализа 
можно сделать вывод, что пропуск-
ная способность сети 2 ед. В реаль-
ных экономических системах сущест-

fk (ck, hk)
 
 
 
  
  
  
  
 
  
  

 
 

Рисунок 15.1 — Исходная сеть  
для разреза 

 
вуют ситуации, когда источник и сток оказываются не связанными, на-
пример ремонт дороги, одностороннее (реверсивное) движение. 

Поэтому проведем попарно удаление дуг: 
– удалим дуги 1, 4. Путь из источника в сток имеется по дугам 2—5, 

при этом возможно передать 2 ед.; 
– удалим дуги 1, 3. Путь из источника в сток имеется по дугам 2—5, 

при этом возможно передать 2 ед.; 
– удалим дуги 2, 3. Путь из источника в сток имеется по дугам 1—4, 

при этом возможно передать 2 ед.; 
– удалим дуги 3, 5. Путь из источника в сток имеется по дугам 1—4, 

при этом возможно передать 2 ед.; 
– удалим дуги 2, 4. Путь из источника в сток имеется по дугам 1—

3—5, при этом возможно передать 1 ед.; 
– удалим дуги 1, 5. Пути из источника в сток нет.  
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Таким образом, мы нашли разрез в заданной сети, он проходит по 
дугам 1–5, удалив которые, источник и сток оказываются не связанными. 

Передадим по сети поток fk = 1 ед. Можно пройти потоку по всем ду-
гам: 

по дугам 1—4   ck ≥ 2; 
по дугам 1—3—5  ck ≥ 1; 
по дугам 2—5   ck ≥ 2. 
Передадим по сети поток большей размерности fk = 2 ед. Можно 

пройти потоку по дугам: 
по дугам 1—4   ck ≥ 2; 
по дугам 2—5   ck ≥ 2. 
В данном случае дуги 2 и 5 имеют ограничение пропускной способ-

ности ck = 2 ед. и поток большей размерности они не пропустят. 
Минимальный разрез образуют насыщенные дуги, в которых поток 

равен пропускной способности fk = ck. Дуга, у которой fk = ck, называется 
насыщенной и в прямом направлении она не допустима. 

 
Рассмотрим задачу о максимальном потоке (ЗМП). В ЗМП требуется 

найти максимально возможный поток из источника в сток, т. е. ищем до-
пустимые дуги. 

 
Формулировка прямой задачи  

линейного программирования для ЗМП 
Находим максимальный поток V = fmax при ограничениях  
 

0=ff
iTiO Mk
k

Mk
k ∑∑

∈∈
−  

 

для истока   ;V=ff
sTsO Mk
k

Mk
k ∑∑

∈∈
−   

для стока   ;V=ff
tTtO Mk
k

Mk
k −− ∑∑

∈∈
 

 

0 ≤ fk ≤ ck. 
 

 
Формулировка двойственной задачи  

линейного программирования для ЗМП 

Пропускная способность minδ
1

→∑
m

=k
kkс=Р  при ограничениях πj = πi + δk; 

πi – πj + δk ≥ 0. δk — индикаторная функция. 
Потенциал источника πs = 0. 
Потенциал стока πt = 1. 
δk ≥ 0. 
Рассмотрим сеть и разрезы.  
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Возьмем несколько разрезов (рис. 15.2) и определим их пропускную 
способность. 

 
(ck) [πi] 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 15.2 — Поиск минимального разреза  

 
Разрез, проходящий через дуги 1 и 2, имеет пропускную способность 

 

Р1, 2 = 1 + 4 = 5. 
 

Разрез, проходящий через дуги 3, 5, 7, имеет пропускную способность 
 

Р3, 5, 7 = 2 + 3 + 3 = 8. 
 

Разрез, проходящий через дуги 6 и 8, имеет пропускную способность:  
 

Р7, 8 = 2 + 1 = 3. 
Отсюда 

Р6, 8 < Р1, 2 ≤ Р3, 5, 7.  
 

Разрез 6—8 является минимальным, т. к. имеет наименьшую пропу-
скную способность. Минимальный разрез образован насыщенными ду-
гами, в которых поток равен пропускной способности: 

 

δ1, 2, 3, 4, 5, 7 = 0; 
δ6 = 1; 
δ8 = 1, 

 

т. е. по дугам передается максимальный поток. 
 

Желаемая ситуация:    Нежелаемая ситуация: 
hk → –∞      hk → ∞ 

   ck → ∞       ck → 0  

1 

2 

4 

3

5

6 [0] 

[0] [0]

[0] [0]

[1] 

(1) 1 

(4) 
2 

4 (2) 

(2)
3 

5
(3)

(3)
7 

(2) 
6 

(1)
8 

5 8 3



 74

Интерфейс решения задачи определения максимального потока 
описан в методическом пособии «Решение потоковых задач в MS Excel» 
[2, с. 20—23]. 

 
Контрольные вопросы 

1. Что подразумевается под пропускной способностью сети? 
2. Что подразумевается под пропускной способностью разреза? 
1. Что представляет собой минимальный разрез в сети? 
2. Сформулируйте прямую задачу линейного программирования для ЗМП. 
3. Сформулируйте двойственную задачу линейного программирования для 

ЗМП. 
4. Какими дугами образован минимальный разрез? 
5. Снижение пропускной способности и рост стоимости передачи единицы по-

тока является положительной тенденцией в сети?
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ГЛАВА 16.  
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О МАКСИМАЛЬНОМ ПОТОКЕ  

С ПОМОЩЬЮ АЛГОРИТМА ФОРДА — ФАЛКЕРСОНА 
 
В решении задачи Форда — Фалкерсона основным параметром на 

дугах сети является cij — пропускная способность. Пропускная способ-
ность показывает, сколько единиц потока может быть передано по дугам 
сети. Уместно вспомнить, что потоком в сети D = [N, M] называется не-
отрицательная вещественная функция, удовлетворяющая условиям: 

- ограниченности (поток по любой дуге сети не превосходит пропу-
скной способности этой дуги fij ≤ cij); 

- сохранения (суммарный поток, заходящий в любую вершину сети 
(кроме истока и стока), равен суммарному потоку, выходящему из этой 
вершины). 

Отыскание минимального разреза — одна из основных задач ана-
лиза транспортных сетей. В силу конечности графа минимальный разрез 
может быть найден перебором всех разрезов, но этот путь, конечно, не-
приемлем для достаточно больших графов.  

Минимальный разрез можно отыскать при помощи теоремы Фор-
да — Фалкерсона: в любой транспортной сети величина любого макси-
мального потока равна пропускной способности любого минимального 
разреза. 

Для нахождения максимального потока в сети разработан алгоритм 
Форда — Фалкерсона.  

Перед началом выполнения алгоритма все вершины сети нумеру-
ются произвольным образом, кроме источника и стока (источник получа-
ет минимальный номер 1, сток — максимальный n, где n — число узлов). 
Алгоритм (рис. 16.1) состоит из следующих основных шагов. 

1. Определяем начальный поток в сети, сложив потоки по дугам, 
выходящим из источника. 

2. Ищем путь из источника в сток, для этого определяем допусти-
мость дуг, постепенно увеличивая величину потока: если можно увели-
чить поток, то дуга допустима в прямом направлении, а если поток по 
дуге можно уменьшить, то дуга допустима в обратном направлении. Ду-
гам присваиваем знаки «+» (допустима в прямом направлении) и «–» 
(допустима в обратном направлении). По каждой итерации строим пре-
дельную сеть, т. е. сеть, состоящую из допустимых дуг. 

3. Если путь от источника в сток есть, то определяем ∆ = (cij – fij). 
∆ — величина, на которую можем увеличить поток по дуге. Затем из всех 
расчетных значений разностей выбирается минимальное значение ∆.  

4. Увеличиваем поток по всему пути на величину ∆ и представляем 
на сети результат выполнения каждой итерации. Переходим по алго-
ритму на следующую итерацию. 
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5. Если в результате некой итерации, использовав все возможности 
включения обратных допустимых дуг, приходим к выводу, что пути нет, то 
производим расчет максимально возможного потока, прибавив к началь-
ному потоку сумму всех ∆ по всем итерациям. Это и будет окончанием 
решения задачи. В оптимальном решении, т. е. когда найден максималь-
ный поток, минимальный разрез образуется насыщенными дугами. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 16.1 — Алгоритм Форда — Фалкерсона 
 
Алгоритм Форда — Фалкерсона используется при решении многих 

практических задач. Одна из них — задача об источниках и потребителях. 
Прямая задача линейного программирования для задачи о макси-

мальном потоке формулируется следующим образом. 
Найти максимальный поток fmax при ограничениях: 
- для всех узлов, кроме источника и стока: 
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- для источника: 
;max

,,
fff

sTsO Mji
ij

Mji
ij =− ∑∑

∈∈
 

 

- для стока: 
,max

,,
fff

tTtO Mi
i

Mji
ij −=− ∑∑

∈∈ l
l  i = n; 

   

fij ≤ cij,   (i, j) ∈ M; 
 

fij ≥ 0,   (i, j) ∈ M. 
 

Условие сохранения потока для источника является избыточным в 
данной системе уравнений.  

 
Решение двойственной ЗЛП в случае задачи о максимальном пото-

ке обеспечивает нахождение минимального разреза.  

Найти минимум целевой функции k

m

=k
kc=Р ∑

1
δ  при ограничениях           

πi – πj + δk ≥ 1, k = 1, m. 
πi – не ограничены, i = 1, n. 
δk ≥ 0.  
Совпадение значений целевых функций прямой и двойственной за-

дач линейного программирования подтверждает правильность решения. 
 

Постановка задачи поиска максимального потока 
Найти максимальный поток из s в t для исходной сети (рис. 16.2) с 

помощью алгоритма Форда — Фалкерсона. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 16.2 — Исходная сеть 
 
 1. Определяем начальный поток в сети. Так как из начального узла 

выходят две дуги, то складываем потоки по этим дугам: 
 

f0 = f12 + f14 = 0. 
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Первая итерация 
2.1. По дугам 1—2; 2—3; 3—6 можно увеличить поток, т. к. пропускная 

способность дуг это позволяет. Значит, эти дуги допустимы в прямом на-
правлении. Допустимость этих дуг в предельной сети (рис. 16.3) обозна-
чим значком «+». 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 16.3 — Предельная сеть в первой итерации 
 
3.1. Определяем ∆, на которую можно увеличить поток по найден-

ному пути: 
 

∆1 = min(c12 – f12; c23 – f23; c36 – f36) =  
= min(1 – 0; 2 – 0; 2 – 0) = min(1; 2; 2) = 1. 

 

Дуга 1—2 ограничивает поток по всему пути. 
4.1. Увеличиваем поток по всему пути на величину ∆1: 
 

f'12 = f12 + ∆1 = 0 + 1 = 1. 
 

f'23 = f23 + ∆1 = 0 + 1 = 1. 
 

f'36 = f36 + ∆1 = 0 + 1 = 1. 
 

Результат выполнения 1-й итерации показан на рис. 16.4. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 16.4 — Преобразования сети после 1-й итерации 

 
2.2. По дугам 1—4; 4—3; 3—6 можно увеличить поток, т. к. пропуск-

ная способность дуг это позволяет. Значит, эти дуги допустимы в пря-
мом направлении. Допустимость этих дуг обозначим значком «+». 

Дуга 2—3 допустима как в прямом, так и обратном направлении, а 
дуги 1—4; 2—4; 4—3; 5—6 допустимы в прямом направлении (рис. 16.5). 
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3.2. Определяем ∆, на которую можно увеличить поток по найден-
ному пути: 

 

∆2 = min(c14 – f14; c43 – f43; c36 – f36) =  
= min(4 – 0; 3 – 0; 2 – 1) = min(4; 3; 1) = 1. 
 

 
 
 
 
 
 
   
Рисунок 16.5 — Предельная сеть после передачи 1 ед. потока в 1-й итерации 
 
4.2. Увеличиваем поток по всему пути на величину ∆2: 

 

f'14 = f14 + ∆2 = 0 + 1 = 1. 
 

f'43 = f43 + ∆2 = 0 + 1 = 1. 
 

f'36 = f36 + ∆2 = 1 + 1 = 2. 
 

Результат выполнения 2-й итерации показан на рис. 16.6. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рисунок 16.6 — Преобразования сети после 2-й итерации 
 

2.3. В случае если нет допустимых дуг по искомому пути (рис. 16.7), 
то используем обратные допустимые дуги (в данной итерации придется 
идти по обходному пути 3—2): 1—4; 4—3; 3—2; 2—5; 5—6. 

 
 
 
 
 
 
 

  
Рисунок 16.7 — Предельная сеть после 2-й итерации 
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3.3. Определяем ∆, на которую можно увеличить поток по найден-
ному пути, причем для обратной дуги записываем только f:  

 

∆3 = min(c14 – f14; с43 – f43; f32; c25 – f25; c56 – f56) = 
= min(4 – 1; 3 – 1; 1; 3 – 0; 1 – 0) = min(3; 2; 1; 3; 1) = 1. 
 

4.3. Увеличиваем поток по всему пути на величину ∆3 и находим но-
вый поток по дугам: 

 

f'14 = f14 + ∆3 = 1 + 1 = 2. 
 

f'43 = f43 + ∆3 = 1 + 1 = 2. 
 

f'23 = f23 – ∆3 = 1 – 1 = 0 (для обратной дуги вычитаем ∆3). 
 

f'25 = f25 + ∆3 = 0 + 1 = 1. 
 

f'56 = f56 + ∆3 = 0 + 1 = 1. 
 

Результат выполнения 3-й итерации показан на рис. 16.8. 
  

(fk, ck) 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 16.8 — Преобразования сети после 3-й итерации 

 
После третьей итерации (рис. 16.9) пути от источника в сток нет, т. к. 

дуги между узлами 3—6 и 5—6 закрыты в прямом направлении, а допус-
тимы только в обратном направлении, значит, поток не может быть пе-
редан в сток t. По дугам 3—6 и 5—6 поток равен пропускной способно-
сти, эти дуги — насыщенные. 

 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 16.9 — Предельная сеть после 3-й итерации 
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5. Определяем максимальный поток: 
 

fmax = f0 + ∆1 + ∆2 + ∆3 = 0 + 1 + 1 + 1 = 3. 
 

Минимальный разрез образуют насыщенные дуги 3—6 и 5—6. Про-
пускная способность минимального разреза cmin = c36 + c56 = 2 + 1 = 3. 
Условия алгоритма Форда — Фалкерсона выполняются: fmax = cmin. 

 
Проведем проверку правильности решения задачи: 

 

Рmin = c36 + c56 = 2 + 1 = 3. 
 

3 = 3. 
 

fmax = Рmin. 
 

Задача решена правильно. 
Интерфейс решения задачи определения максимального потока 

описан в методическом пособии «Решение потоковых задач в MS Excel» 
[2, с. 20—23]. 

 
Контрольные вопросы  

1. Какие задачи решаются с применением алгоритма Форда — Фалкерсона? 
2. Сколько итераций проводится при решении задачи с применением алгоритма 

Форда — Фалкерсона? 
3. Что такое ∆ при решении задачи с применением алгоритма Форда — Фал-

керсона? 
4. Каким образом проверяется правильность решения задачи с применением 

алгоритма Форда — Фалкерсона? 
5. Какой критерий допустимости дуг по искомому пути? 
6. Как обозначаются допустимые дуги в предельной сети?
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ГЛАВА 17.  
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ЛОГИСТИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

 
Учитывая, что дисциплина «Потоки в сетях» изучает приемы и ме-

тоды оптимизации логистических систем и процессов, уместно рассмот-
реть научные и экономические основы логистики. 

Логистика — направление научной и хозяйственной деятельности, 
связанное с управлением потоками материалов, финансов и информа-
ционных потоков. 

Материальный поток — это отнесенная ко временнóму интервалу 
совокупность товарно-материальных ценностей в процессе приложения 
к ним различных логистических операций. Материальный поток может 
быть внутренним, внешним, входным и выходным. 

Перечислим научные основы логистики: 
1) системный подход; 
2) экономико-математический и экономико-статистический подходы; 
3) информационные технологии. 
Экономические основы: 
1) наличие независимых товаропроизводителей; 
2) развитая инфраструктура; 
3) свободное ценообразование; 
4) конъюнктура рынка. 
Логистическая система — адаптивная система с обратной связью, 

выполняющая те или иные логистические функции или операции, со-
стоящая из подсистем, имеющая развитые связи с внешней средой.  

В качестве логистических систем рассматриваются промышленные 
и торговые предприятия, территориально-промышленный центр, снаб-
женческо-сбытовая организация.  

Логистическая система может быть с прямыми связями, т. е. систе-
ма, в которой материальный поток доводится до конечного потребителя 
без участия посредников, и гибкая — доведение материального потока 
до потребителя осуществляется как по прямым связям, так и с участием 
посредника. 

Эффективность логистической системы — показатель для ха-
рактеристики качества работы рассматриваемой системы при заданном 
уровне логистических издержек. Характеризуется двумя показателями:  

1) качеством обслуживания;  
2) ценой обслуживания. 
Логистические системы подразделяются по масштабу деятельности 

на макрологистические и микрологистические.  
Макрологистическая система — это крупная система управления 

материальными потоками, охватывающая предприятия и организации 
промышленности, посреднические, торговые и транспортные организа-
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ции различных ведомств, расположенных в разных регионах страны или 
в разных странах. Представляет собой определенную инфраструктуру 
экономики региона, страны или группы стран. 

Микрологистическая система — это система управления матери-
альными потоками внутри предприятия. 

Логистическая операции — это совокупность действий, направлен-
ных на преобразование материальных и информационных потоков. 

Логистические операции включают: 
– транспортировку; 
– грузопереработку (комплектование, погрузка-разгрузка, консоли-

дация, затаривание, упаковка); 
– закупку; 
– складирование; 
– физическое распределение. 
Потоки в сетях можно представить как передачу материальных ре-

сурсов на предприятие, изготавливающее продукцию, а затем как поток 
готовой продукции, передаваемой на товарный рынок (рис. 17.1). Кроме 
того, материальные потоки проходят внутри предприятия между отдель-
ными подразделениями, цехами, складами. 

 
  
 
 
 
 
 
 

 
 

Рисунок 17.1 — Схема потоковых процессов в логистических системах 
 

Функциональные области логистики: 
– закупочная логистика; 
– транспортная логистика; 
– производственная логистика; 
– складская логистика; 
– информационная логистика. 
Исходя из наличия потоковых процессов в транспортировке, следу-

ет сделать акцент на основных аспектах транспортной логистики. 
Оптимизация потоковых процессов выражается в логистическом 

миксе для транспортировки: нужный груз в нужное время в нужное место 
в необходимом количестве должен быть доставлен конкретному потре-
бителю с наименьшими затратами. 

 

Товарный рынок 

Снабжение Производство Сбыт 

Предприятие 

материальные ресурсы готовая продукция
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Задачи транспортной логистики включают: 
1. Выбор транспорта. 
2. Выбор вида транспортного средства. 
3. Определение рационального маршрута доставки. 
4. Организация смешанных перевозок. 
5. Определение количества транспортных средств. 
6. Оптимизация параметров транспортного процесса. 
7. Координация транспортных и производственных процессов. 
8. Обеспечение технологического единства транспортно-складского 

процесса. 
В сети передача потока может производиться альтернативными ви-

дами транспорта, однако для получения оптимального процесса следует 
учитывать экспертные оценки видов транспорта по основным парамет-
рам, приведенным в табл. 17.1. 

 
Таблица 17.1 — Экспертная оценка видов транспорта 
 

Вид транспорта А B C D E F 
Железнодорожный 3 4 3 2 2 3 
Автомобильный 2 2 2 3 1 4 
Водный 4 5 4 1 4 1 
Трубопроводный 5 1 1 5 5 2 
Воздушный 1 3 5 4 3 5 

 
Примечание.  
А — скорость (время доставки); 
B — частота отправок (по плану за сутки); 
C — надежность (соблюдение графика); 
D — способность перевозить различные грузы; 
E — доступность (число обслуживаемых географических точек); 
F — стоимость 1 т. км. 
Экспертные оценки имеют значения от 1 до 5. Наиболее благоприятный пока-

затель — 1. 
 
При эффективной организации потоковых процессов транспортной 

логистики достигаются следующие оптимизационные факторы: 
1) сокращается время доставки; 
2) снижаются затраты на транспортировку; 
3) сокращается потребность в транспортных средствах; 
4) повышается производительность и выработка; 
5) сокращаются запасы материальных ресурсов; 
6) повышается оборачиваемость оборотных средств; 
7) снижается потребность в дополнительных финансовых ресурсах. 
Поскольку поток может передаваться одним или несколькими вида-

ми транспорта и передача потока с одного вида транспорта на другой 
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происходит в узлах сети, при этом на дугах изменяются параметры, то 
необходимо рассмотреть основные виды транспортировки. 

Унимодальная перевозка — осуществляется одним видом транс-
порта без промежуточных логистических операций складирования и гру-
зопереработки. 

Смешанная перевозка — осуществляется обычно двумя видами 
транспорта с доставкой в пункт перевалки или грузовой терминал без 
хранения или с кратковременным хранением с последующей перегруз-
кой на другой вид транспорта. 

Комбинированная перевозка — осуществляется обычно двумя или 
более видами транспорта, исходя из структуры логистического канала, 
например, доставка с завода-изготовителя на железную дорогу, с же-
лезной дороги на оптовую базу, а с оптовой базы — автотранспортом в 
розничные пункты. 

Интермодальная перевозка — осуществляется несколькими вида-
ми транспорта, при этом один из перевозчиков организует всю доставку, 
но за каждый участок транспортировки отвечает конкретный перевозчик, 
т. к. товарно-транспортные документы у каждого перевозчика свои. 

Мультимодальная перевозка — осуществляется несколькими ви-
дами транспорта, но организует перевозки одно юридическое лицо: 
оформляет один перевозочный документ и несет ответственность на 
всем пути следования, независимо от количества принимающих участие 
видов транспорта. 

Терминальная перевозка — осуществляется с использованием тер-
миналов. Терминал обычно является в сети узлом, из которого выходит 
множество новых дуг. 

Грузовым терминалом называется специальный комплекс соору-
жений, технических и технологических устройств, персонала, организа-
ционно взаимоувязанных и осуществляющих логистические операции, 
связанные с приемкой, погрузкой, разгрузкой, хранением, сортировкой, 
комплектацией, консолидацией, отправкой, а при необходимости выпол-
нением таможенных операций различных партий грузов. 

Для определения вида транспорта выделяют следующие главные 
факторы: 

1) Время доставки (срочность). 
2) Способность перевозить разные грузы. 
3) Способность доставлять груз в заданную точку. 
4) Стоимость транспортировки. 
5) Частота отправлений. 
6) Масса отправки (количество груза, предъявляемого к единовре-

менной отправке). 
7) Надежность соблюдения графика. 
В зависимости от совмещения разных факторов, характеризующих 

передачу потока в сети, требуется осуществить оптимальный выбор. 
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При этом используется логистическая концепция — построение модели 
транспортного обслуживания, основывающегося на рациональных мар-
шрутах перевозки и графиках доставки. 

Маршрутизация — это наиболее совершенный способ организации 
потока, позволяющий эффективно использовать транспорт. 

Для путей сообщения определяющими критериями являются: 
- пропускная способность; 
- допустимая нагрузка на дорожное полотно; 
- ширина проезжей части; 
- глубина фарватера. 
На выбор транспортных средств влияют: 
1) характер груза (вес, объем, консистенция); 
2) количество отправляемых партий и масса отправки; 
3) местонахождение пункта доставки (с учетом сезонных географи-

ческих условий); 
4) близость пункта назначения к транспортным коммуникациям; 
5) расстояние перевозки; 
6) срочность доставки; 
7) ценность груза (необходимость страхования); 
8) сохранность груза. 
Логистические расходы транспортировки включают: 
- фрахт (аренду), руб.; 
- тариф (например, за 1 км), руб. 
Принцип распределения подвижного состава на выполнение транс-

портной работы — равновыгодная дальность на основе минимизации 
издержек. 

Формула равновыгодной дальности: 
 

ℓвыгодн = 
( )

( ) ,
ЗЗ

ЗЗЗ

тр.кон.ткмтр.нач.ткм

туд.тр.кон.туд.перегр.перегртуд.тр.нач.

−

−⋅n+
 

 

где Зуд.тр.нач.т — удельные транспортные расходы на начальном виде 
транспортировки на 1 т, руб./т; nперегр — количество перегрузочных опе-
раций; Зуд.перегр.т — удельные расходы на перегрузочные операции на 1 т, 
руб./т; Зуд.тр.кон.т — удельные транспортные расходы на конечном виде 
транспортировки на 1 т, руб./т; Зтр.нач.ткм — расходы на 1 ткм на началь-
ном виде транспортировки, руб./ткм; Зтр.кон.ткм — расходы на 1 ткм на ко-
нечном виде транспортировки, руб./ткм.  

Приведенная формула может быть использована в практических 
задачах оптимизации транспортировки. 

 
 
 
 



 87

Контрольные вопросы 
1. Как формулируется микс транспортной логистики? 
2. Что такое логистическая система? 
3. Какие логистические системы вам известны? 
4. Какие виды транспортировки вам известны? 
5. Перечислите факторы, влияющие на выбор вида транспорта. 
6. Перечислите факторы, влияющие на выбор транспортного средства. 
7. Что понимается под маршрутизацией? 
9. Какой основной критерий в оптимизационных потоковых задачах?



 88

ТЕСТЫ ПО ДИСЦИПЛИНЕ 
 
Из предложенных вариантов необходимо выбрать правильный.  
 
1. Граф — это… 

1. график в многомерной системе координат 
2. совокупность узлов и дуг 
3. совокупность узлов и ребер 
4. многомерная геометрическая фигура 

 
2. Сеть — это… 

1. ориентированный граф с заданными параметрами на дугах 
2. совокупность узлов и дуг 
3. совокупность узлов и ребер 
4. график в многомерной системе координат 

 
3. Разрез сети — это… 

1. набор дуг, удаление которых разрывает наиболее существенные связи 
между источником и стоком 

2. путь, связывающий источник со стоком 
3. путь, разделяющий источник со стоком 
4. набор дуг, удаление которых разрывает все связи между источником и стоком 

 
4. Кратчайший путь в сети — это… 

1. путь из источника в сток, состоящий из минимального числа дуг 
2. путь наименьшей стоимости из источника в сток 
3. путь от источника до ближайшего узла 
4. путь из источника в сток, дающий наименьший потенциал 

 
5. Максимальный поток — это… 

1. путь максимальной длины из источника в сток 
2. поток, который невозможно передать из источника в сток 
3. поток, равный пропускной способности минимального разреза 
4. путь из источника в сток, дающий наибольший потенциал 
 

6. Параметры дуг — это… 
1. поток по дуге, стоимость передачи единицы потока по дуге, выигрыш 
2. пропускная способность, стоимость передачи единицы потока по дуге, вы-

игрыш 
3. потенциал, нижняя граница потока по дуге, поток по дуге 
4. нижняя граница потока по дуге, пропускная способность, стоимость пере-

дачи единицы потока по дуге 
 
7. Дерево кратчайших путей — это… 

1. подсеть исходной сети, где все узлы связаны с источником кратчайшими 
путями 

2. кратчайший путь из источника в сток 
3. множество кратчайших путей из источника в сток 
4. базисное решение прямой задачи линейного программирования для зада-

чи о кратчайшем пути 
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8. Путь на графе — это… 
1. замкнутый маршрут 
2. маршрут, все ребра которого различны 
3. маршрут, все вершины которого различны 
4. открытый маршрут 

 
9. Выпуклая функция стоимости — это… 

1. функция, при соединении двух любых точек которой, соединяющий отре-
зок оказывается ниже графика функции 

2. функция, при соединении двух любых точек которой, соединяющий отре-
зок оказывается выше графика функции 

3. функция, производная которой монотонно не убывает 
4. функция, производная которой монотонно возрастает 

 
10. Вогнутая функция стоимости — это… 

1. функция, при соединении двух любых точек которой, соединяющий отре-
зок оказывается ниже графика функции 

2. функция, при соединении двух любых точек которой, соединяющий отре-
зок оказывается выше графика функции 

3. функция, производная которой монотонно не убывает 
4. функция, производная которой монотонно возрастает 

 
11. Задача оптимизации в сети — это… 

1. только задача минимизации 
2. только задача максимизации 
3. задача минимизации или максимизации 
4. задача минимизации и максимизации одновременно 

 
12. Свободные дуги — это… 

1. дуги, которые связаны с истоком 
2. дуги, которые связаны со стоком 
3. дуги, которые связаны со свободным узлом 
4. дуги, которые не связаны со свободным узлом 

 
13. Параметрами узлов являются… 

1. пропускная способность, стоимость передачи единицы потока по дуге, вы-
игрыш 

2. поток по дуге, стоимость передачи единицы потока по дуге, выигрыш 
3. фиксированный внешний поток, свободный внешний поток, стоимость пе-

редачи единицы свободного внешнего потока по дуге из узла в узел 
4. фиксированный внешний поток, свободный внешний поток 

  
14. В прямой задаче линейного программирования находят… 

1. потенциалы узлов 
2. потоки по дугам 
3. потенциалы узлов и потоки по дугам 
4. минимальные значения потоков 
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15. В двойственной задаче линейного программирования находят… 
1. потенциалы узлов 
2. потоки по дугам 
3. потенциалы узлов и потоки по дугам 
4. максимальные значения потоков 

 
16. Условие сохранения потока ориентируется… 

1. на внутренние потоки 
2. на внешние потоки 
3. равенство полных потоков 
4. равенство внешних потоков 

 
17. Условие сохранения потока заключается… 

1. в равенстве потоков входящих и выходящих фиксированному внешнему 
потоку в узле 

2. в равенстве алгебраической суммы потоков выходящих и входящих фик-
сированному внешнему потоку в узле 

3. в равенстве фиксированных внешних потоков 
4. в неравенстве фиксированных внешних потоков 
 

18. Маршрут называется замкнутым… 
1. если одна и та же дуга будет начальной и конечной 
2. если одна и та же вершина является началом и концом 
3. если его ребра различны 
4. если ее ребра одинаковы 
 

19. Маршрут называется цепью… 
1. если все его вершины различны 
2. если все его ребра различны 
3. если все его вершины и ребра различны 
4. если задан в виде списка ребер 

 
20. Маршрут называется путем… 

1. если все его вершины различны 
2. если все его ребра различны 
3. если все его вершины и ребра различны 
4. если он задан в виде списка ребер 
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ПРИМЕРНЫЕ ВОПРОСЫ К ЭКЗАМЕНУ  
 
1. Общее представление о сети. Исходная сеть, ее параметры.  
2. Теорема Форда — Фалкерсона, ее алгоритм. 
3. Поток в сети. Определение и параметры. 
4. Алгоритм Дийкстры. Применение для решения потоковых задач. 
5. Параметры дуг сети и их обозначение в решении потоковых задач. 
6. Стандартная задача о потоке минимальной стоимости (прямая 

задача линейного программирования). 
7. Параметры узлов сети и их обозначение в решении потоковых 

задач. 
8. Стандартная задача о потоке минимальной стоимости (двойст-

венная задача линейного программирования). 
9. Условие сохранения потока. Уравнение условия сохранения по-

тока. 
10. Сети с нелинейными функциями стоимости дуг. 
11. Условие сохранения потока Матрица условия сохранения потока. 
12. Прямая задача о кратчайшем пути. 
13. Свободные и несвободные дуги. Определение и применение их 

для решения потоковых задач. 
14. Двойственная задача о кратчайшем пути. 
15. Список начальных узлов. Порядок формирования в решении по-

токовых задач. 
16. Дерево кратчайших путей. Правила построения дерева кратчай-

ших путей. 
17. Список конечных узлов. Порядок формирования в решении пото-

ковых задач. 
18. Способ решение сети с выпуклой функцией стоимости дуги.  
19. Порядок присвоения коэффициентам алгебраических знаков. 

Сущность формирования потоков в узлах сети. 
20. Расширенные предельные сети. 
21. Понятие эквивалентной сети в решении потоковых задач. 
22. Формулировка прямой задачи линейного программирования об 

однопродуктовом потоке минимальной стоимости. 
23. Основные задачи линейного программирования для потоков в 

сети. 
24. Маршрут в графе. Понятие и виды маршрутов. 
25. Сущность транспортной потоковой задачи. 
26. Формулировка двойственной задачи линейного программирова-

ния об однопродуктовом потоке минимальной стоимости. 
27. Виды транспортировки.  
28. Понятие минимального разреза. 
29. Способ решение сети с вогнутой функцией стоимости дуги. 
30. Функциональные области логистики.  
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31. Прямая задача о максимальном потоке. 
32. Система обозначений в потоковых задачах. 
33. Принципы оптимизации движения материального потока с при-

менением терминальных перевозок. 
34. Логистический микс в транспортировке. 
35. Двойственная задача о максимальном потоке. 
36. Понятие расширенной сети. 
37. Порядок решения прямой потоковой задачи с применением MS 

Excel. 
38. Принципы распределения подвижного состава по маршрутам 

транспортировки. 
39. Порядок решения двойственной потоковой задачи с применени-

ем MS Excel. 
40. Логистика и потоки в сетях. 
41. Критерии выбора транспортных средств. 
42. Поток минимальной стоимости. 
43. Основные задачи транспортной логистики. 
44. Условия допустимости дуг. 
45. Понятие материального потока. Сравнение с материальным ре-

сурсом. 
46. Основные требования к построению математических моделей 

информационных систем.  
47. Содержание задач оптимизации в сети.  
48. Понятие математической модели. Типы математических моде-

лей. 
49. Понятие предельной сети. 
50. Сравнение мультимодальных и интермодальных видов транс-

портировки. 
51. Классификация видов моделирования. 
52. Маршруты в сети, виды маршрутов.  
53. Обеспечение имитационных моделей. 
54. Критическое время выполнения комплекса работ.  
55. Календарное планирование. Задача о порядке передачи сооб-

щений по одному каналу связи. 
56. Набор условий сохранения потока. 
57. Задачи сетевого планирования. Сетевая модель комплекса ра-

бот. 
58. Система обозначений в потоковых задачах. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Изложенные материал и алгоритмы решения потоковых задач 

представляют инструментарий оптимизации практических производст-
венных проблем. В современной действительности и в экономических 
системах уже невозможно обходиться без подобного инструментария, 
поскольку решение оптимизационных задач тривиальными методами 
расчетов также возможно, но требует затрат времени в десятки и сотни 
раз больше. 

Современный инженер не может обходиться без знаний потокового 
программирования в логистических процессах. Для профессионала 
можно посоветовать обязательное глубокое изучение логистических 
концепций. 

Учитывая поставленную в учебном пособии задачу систематизиро-
вать и представить известные материалы потоков в сети, а также исходя 
из необходимости достичь поставленных задач в условии ограниченных 
материальных ресурсов в связи с необходимостью сокращения инфля-
ционных издержек и повышения конкурентоспособности бизнеса, учеб-
ная книга вооружает обучающихся знаниями и компетенциями в этих во-
просах. Таким образом, всем заинтересованным лицам предоставляется 
возможность использовать ранее неизвестные возможности, и, что 
очень важно для современного человека, развиваться и совершенство-
ваться интеллектуально. Погрузившись в сложные на первый взгляд ал-
горитмы, осознав их, человек понимает их полезность и даже приобре-
тает азарт. 

Материалы, изложенные в учебном пособии, характеризуются дос-
таточной полнотой и системным изложением с учетом современных 
подходов формирования и функционирования бизнеса. Трактовка изла-
гаемого материала, возможность контроля усвоения изучаемых мате-
риалов выполнена в соответствии с психолого-педагогическими требо-
ваниями. Наличие глоссария облегчает поиск терминов и облегчает изу-
чение дисциплины. Полноценное учебное пособие по дисциплине «По-
токи в сетях» позволит оперативно решать производственные оптими-
зационные потоковые задачи. Автор надеется на полезность и востре-
бованность книги студенческой аудиторией, специалистами и предпри-
нимательской средой различных отраслей промышленности.
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ГЛОССАРИЙ 
 
Аналитическое моделирование — это моделирование, при кото-

ром процессы функционирования элементов системы записываются в 
виде некоторых функциональных соотношений (алгебраических, диф-
ференциальных, интегральных, конечно-разностных и др.) или логиче-
ских условий.  

Входящая степень — для ориентированного графа определяется 
как число входящих в нее ребер.  

Действительная работа в календарном планировании — это ра-
бота, требующая затрат времени и ресурсов. 

Дерево кратчайших путей — это базисное решение прямой задачи 
линейного программирования. 

Завершающее событие (сток) в календарном планировании — 
это событие, не имеющее последующих работ и событий.  

Задача о максимальном потоке — это задача, заключающаяся в 
том, чтобы найти максимальный поток, протекающий по дугам сети из 
заданного узла-источника в заданный узел-сток.  

Задачи календарного планирования (теории расписаний) — за-
дачи, решающие вопрос об оптимальной последовательности выполне-
ния тех или иных операций. 

Идеальное моделирование — это способ моделирования объек-
тов, которые либо существуют вне условий, возможных для их физиче-
ского создания, либо практически не реализуемы в заданном интервале 
времени. 

Имитационное моделирование — это исследование, реализую-
щее модель (алгоритм) и воспроизводящее (имитирующее) процесс 
функционирования системы во времени.  

Исходное событие (источник) в календарном планировании — 
это событие, не имеющее предшествующих работ и событий.  

Исходящая степень для ориентированного графа — это число вы-
ходящих из нее ребер.  

Комбинированное моделирование (аналитико-имитационное) — 
моделирование, объединяющее достоинства аналитического и имита-
ционного моделирования.  

Комплексные испытания — повторение испытаний для выявления 
общих закономерностей функционирования объекта. 

Критический путь — это полный путь сетевого графика, имеющий 
наибольшую длину.  

Критическое время в календарном планировании — это мини-
мальное время, необходимое для выполнения всего комплекса работ.  

Логистика — это направление научной и хозяйственной деятельно-
сти по оптимальному управлению материальными и связанными с ними 
финансовыми и информационными потоками. 
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Логистическая операции — это совокупность действий, направ-
ленных на преобразование материальных и информационных потоков. 

Логистическая система — это адаптивная система с обратной свя-
зью, выполняющая те или иные логистические функции или операции, 
состоящая из подсистем, имеющая развитые связи с внешней средой.  

Логистическая функция — это укрупненная группа логистических 
операций, направленных на реализацию целей логистической системы. 
Основные функции — снабжение, производство, сбыт. 

Логистическая цепь — это линейно упорядоченное множество фи-
зических и (или) юридических лиц осуществляющих логистические опе-
рации по доведению внешнего материального потока от одной логисти-
ческой системы до другой.  

Логистический канал — это частично упорядоченное множество, 
состоящее из поставщика, потребителя, перевозчиков, посредников, 
страховщиков и т. д. 

Логистический микс для транспортировки — это оптимизация 
потоковых процессов: нужный груз в нужное время в нужное место в не-
обходимом количестве должен быть доставлен конкретному потребите-
лю с наименьшими затратами. 

Логистический цикл — это продолжительность выполнения логи-
стических операций. 

Макрологистическая система — это крупная система управления 
материальными потоками, охватывающая предприятия и организации 
промышленности, посреднические, торговые и транспортные организа-
ции различных ведомств, расположенных в разных регионах страны или 
в разных странах.  

Маршрут в графе — это чередующаяся последовательность вер-
шин и ребер. Маршрут замкнут, если одна и та же вершина является 
его началом и концом, в противном случае маршрут называется от-
крытым. Маршрут называется цепью, если все его ребра различны. 
Маршрут называется путем, если все вершины, а следовательно, и 
ребра, различны.  

Математическое моделирование — это процесс установления со-
ответствия данному реальному объекту некоторого математического 
объекта, называемого математической моделью, и исследование этой 
модели, позволяющее получать характеристики рассматриваемого ре-
ального объекта.  

Материальный поток — это отнесенная ко временнóму интервалу 
совокупность товарно-материальных ценностей в процессе приложения 
к ним различных логистических операций. 

Микрологистическая система — это система управления матери-
альными потоками внутри предприятия. 

Минимальный разрез — это разрез, образованный насыщенными 
дугами, в которых поток равен пропускной способности.  
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Модель — это представление объекта, системы или понятия (идеи) 
в некоторой форме, отличной от формы их реального существования. 
Модель служит для понимания и совершенствования системы.  

Насыщенная дуга — это дуга, у которой поток достиг пропускной 
способности и в прямом направлении она не допустима. 

Натурное моделирование — это проведение исследования на ре-
альном объекте с последующей обработкой результатов эксперимента 
на основе теории подобия. 

Научный эксперимент — это исследования с использованием 
средств автоматизации, применением разнообразных средств обработ-
ки информации, возможностью вмешательства человека в процесс про-
ведения эксперимента.  

Несвободные дуги — это дуги, которые не связаны со свободными 
узлами. 

Нижняя граница дуги — это минимальное значение потока, кото-
рый может протекать по дуге.  

Ожидание в потоковых задачах — это процесс, не требующий за-
трат труда, но занимающий время. 

Поток в сети по дуге — это неотрицательная вещественная функ-
ция, удовлетворяющая условиям ограниченности и сохраняемости.  

Потоковое программирование — это получение оптимального 
значения некоторой меры эффективности за счет выбора соответст-
вующих потоков по каждой дуге сети.  

Продолжительность пути в календарном планировании — это 
время, необходимое для выполнения всех работ, лежащих на этом пути. 

Пропускная способность дуги — это количество единиц потока, 
которое можно передавать по дуге сети.  

Пропускная способность разреза — это число, равное сумме про-
пускных способностей дуг этого разреза.  

Разрез сети — это множество дуг, удаление которых из сети приво-
дит к тому, что исток и сток оказываются не связанными. Разрез называ-
ется минимальным, если имеет наименьшую пропускную способность. 

Свершение события в календарном планировании — это мо-
мент, к которому заканчиваются все входящие в него работы, и может 
быть начата любая выходящая работа. 

Свободные дуги — это дуги, которые связаны со свободными уз-
лами. 

Свободный поток — это некоторая переменная задачи, на которое 
наложено ограничение сверху, т. е. указывается максимальный допус-
тимый свободный поток, не зависящий от значения фиксированного 
внешнего потока в данном узле. Значение свободного внешнего потока 
считается положительным, если он входит в сеть, отрицательным — 
если он покидает сеть в данном узле.  
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Сетевая модель — это сетевой график, отображающий технологи-
ческую взаимосвязь между работами. 

Сеть — это совокупность узлов и дуг. 
Символическое моделирование — это искусственный процесс 

создания логического объекта, который замещает реальный и выражает 
основные свойства его отношений с помощью определенной системы 
знаков или символов.  

Событие в календарном планировании — это момент заверше-
ния какого-либо процесса. 

Степень вершины — это сумма исходящей и входящей степеней.  
Степень вершины в неориентированном графе — это число ин-

цидентных ей ребер.  
Стоимость передачи единицы потока по данной дуге — показы-

вает, во что обойдется передача единицы потока по этой дуге. 
Транспортная задача линейного программирования — это зада-

ча о наиболее экономичном плане перевозок однородных или взаимо-
заменяемых грузов из пунктов производства в пункты потребления или 
задача об оптимальном прикреплении потребителей к поставщикам. 

Условие сохранения потока — это полный поток, выходящий из 
узла, минус полный поток, входящий в узел, равен фиксированному 
внешнему потоку в данном узле. 

Физическое моделирование — это проведение исследования на 
установках, которые сохраняют природу явлений и обладают физиче-
ским подобием.  

Фиктивная работа в календарном планировании — это логиче-
ская связь между двумя или несколькими работами (событиями), не 
требующая затрат труда, материальных ресурсов и времени.  

Цикл — это замкнутый маршрут, если в нем все вершины, кроме 
начальной различны, т. е. начальная вершина является конечной и сов-
падает сама с собой. 

Эффективность логистической системы — это показатель для 
характеристики качества работы рассматриваемой системы при задан-
ном уровне логистических издержек.  
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